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Приводятся алгоритм и результаты тестовых вычислений эластичностей 

замещения для нового класса положительно однородных вогнутых производственных 
функций. Такой класс определен через преобразование гомотетии произвольных 
положительных вогнутых функций, определенных на стандартном симплексе. 
Показывается, что эластичность замещения таких функций в общем случае 
переменная. 

 
 

1. Производственные функции (ПФ) являются базовым элементом 
математического аппарата моделирования производственных объектов и 
систем на различных уровнях – от крупного предприятия (фирмы), до 
национальных экономик. ПФ, адекватная производственному объекту, 
позволяет выполнить глубокий количественный экономический анализ: 
расчитывать предельные производительности факторов (ресурсов) и 
факторные эластичности, строить функции факторного спроса и 
предложения продукта, функции прибыли и издержек, исследовать 
свойства замещения факторов [6, 10, 13]. За десятилетия развития метода 
ПФ определился набор стандартных ПФ – двухфакторных и 
многофакторных, обладающих известными свойствами: Кобба-Дугласа, 
постоянной эластичности замещения (CES), Солоу и др. На основе 
простых по структуре функций методом суперпозиции строятся более 
сложные [6]. 

Одним из основных понятий теории производства является замещение 
факторов. Количественные меры замещения были впервые введены Дж. 
Хиксом [8, 9] для двухфакторных функций как предельная норма 
замещения (ПНЗ) и эластичность замещения, позже обобщенные на 
случай любого количества факторов [6]. Эти характеристики наиболее 
полно исследуются в случае положительной однородности вогнутых ПФ, 
когда они являются функциями от пропорций соответствующих пар 
факторов. Напомним, что функция )(xf  называется положительно 
однородной функцией степени 0>μ , если для любого вектора x  

                                                 
1 Исследование поддерживается АВЦП Минобрнауки "Развитие научного потенциала высшей школы 
(2009-2010)", проект 2.1.3/6763. 



выполняется свойство 0),()( >∀= txfttxf μ . В случае 1=μ  функции )(xf  
называются линейно – однородными. 

Статистический анализ производства показывает, что эластичность 
замещения факторов не является постоянной. Аналитическое описание 
класса однородных функций с переменной эластичностью замещения для 
двух факторов было найдено впервые для частного случая линейной 
зависимости эластичности замещения от пропорции факторов Н. 
Реванкаром [11], и в общем (двухфакторном) случае – Р. Сато и Р. 
Гофманом [12]. Отметим, что в представлении Сато-Гофмана требуется 
задавать зависимость эластичности замещения, что затрудняет построение 
ПФ для реальных объектов. Эта проблема также привлекала внимание 
советских исследователей [7], но для функций с числом факторов более 
двух аналитическое представление ПФ с переменной эластичностью 
замещения оставалось ненайденным. 

В.К. Горбуновым в [1] предложено аналитическое представление 
класса положительно однородных вогнутых функций произвольной 
размерности через вогнутые функции, заданные на стандартном 
симплексе. Эластичность замещения для таких функций, используемых в 
качестве производственных, является в общем случае переменной [3]. Она 
является не определяющей, а вычисляемой характеристикой для каждой 
функции. В данной работе это представление используется для построения 
многофакторных ПФ с переменной эластичностью замещения.  

2. Рассмотрим однородную n – факторную ПФ ),...,,( 21 nxxxf  степени 
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приближенно показывающая,  на сколько нужно увеличить фактор jx , 
чтобы компенсировать уменьшение фактора ix   на единицу при условии, 
что остальные факторы и выпуск продукции остаются неизменными 
[10]. В однородном случае  ПНЗ (1) зависит от пропорций использования 
факторов jixx ijji ≠,/=ξ  [3, 5]: 
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Таким образом, для любого i мы имеем систему из ( 1)n −  уравнения 
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приближенно показывающая, на сколько процентов должно измениться 
отношение факторов ij xx / ,  при изменении  ПНЗ ijS  на 1% [13]. Для 
двухфакторного случая 2112 σσ = . В многофакторном случае свойство 
симметричности не выполняется [6]. Эластичность замещения (3) является 
эластичностью скалярной функции ),...,,,...,( ,1,11 iniiiiiji SSSS +−ξ , определяемой  

вместе со всеми компонентами вектора iξ  как обратная (векторная) 
функция )()( 1 ⋅−

ijψ  системой (2), относительно ijS . Для вычислений (3) 
требуются только частные производные ijji S∂∂ /ξ  этой функции. Эти 
производные определяются системой линейных уравнений в вариациях, 
получаемой дифференцированием по ijS   системы (2), где jiξ =  

1 1, 1,( ,..., , ,..., )ji i i i i i inS S S Sξ − + : 
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Формулы (2), (3), (4) позволяют вычислять эластичности замещения для 
любого числа факторов, которые в общем случае являются переменными 
[3]. Легко убедиться, что для двух факторов решением системы (4) будет 
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а в случае трех факторов 
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Приведём представление Горбунова положительно однородных 
неотрицательных вогнутых функций, определённых на неотрицательном 
ортанте nR+ , через произвольные неотрицательные вогнутые функции, 
определённые на стандартном симплексе { }= 0 : = 1nS x x≥ . Здесь и далее 

используется обозначение 
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Теорема [1, 2]. Любая неотрицательная, вогнутая, положительно 
однородная степени 0>μ   на ортанте nR+  функция )(xf  может быть 
представлена в виде 

 ( ),/=)( xxxxf υμ  (6) 

где )(yυ , nRy +∈  - некоторая вогнутая и неотрицательная на симплексе nS  
функция. 

Представление (6) расширяет возможности моделирования 
производственных объектов. Ниже данное представление используется для 
подкласса, порождаемого вогнутыми квадратичными функциями 

 xQxxcx ,,=)( ++αυ  (7) 

с отрицательно определёнными матрицами .}{= ijqQ  

3. Вычислительный эксперимент. Приводимые ниже аналитические 
формулы вычисления эластичностей замещения получены с помощью 
символьных вычислений программной системой  "Mathematica". 

Рассмотрим трехфакторную линейно-однородную ПФ (6), 
порождаемую квадратичной функцией (7) с параметрами 
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Нетрудно убедиться, что матрица Q  отрицательно определённая и 
порождающая функция )(xυ  строго вогнутая. Соответственно, 

 
2 2 2
1 1 2 2 1 3 2 3 3

1 2 3

7 25 3 14 21 2( ) .x x x x x x x x xf x
x x x

+ + + + +
=

+ +
 

Значения эластичностей замещения (3) в окрестностях произвольных 
точек ),,( 0

3
0
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0 xxxx = , соответствующих уровню затрат факторов для 
производства объема продукции )( 0xf , вычисляются с использованием 
формул  (2), (5). Соответствующие выкладки достаточно громоздки и мы 
их опускаем. Результаты вычислений представлены в таблице. 

Таблица. Значения эластичностей замещения )( i
ij ξσ  

),,(\)( 0
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ij ξσ  (3, 2, 1) (6, 5, 4) (9, 8, 7) 
),( 312112 ξξσ  1,51 1,76 1,84 
),( 312113 ξξσ  5,21 3,79 3,65 
),( 321221 ξξσ  2,41 2,89 3,06 



),( 321223 ξξσ  4,32 2,65 2,43 
),( 231331 ξξσ  5,71 4,72 4,70 
),( 231332 ξξσ  1,02 0,82 0,79 

Таким образом, эластичности замещения для данной однородной ПФ 
различны как в зависимости от пропорций использования факторов для 
каждой их пары, так и для различных пар факторов. Новый 
параметрический класс положительно однородных ПФ с переменной 
эластичностью замещения достаточно богат и более адекватен для 
моделирования производственных объектов по сравнению с 
традиционными ПФ с постоянной эластичностью замещения. Он 
определяется аналитическим представлением (6), где в качестве 
порождающих функций можно выбирать произвольные вогнутые и 
положительные на симплексе nS  функции. Опыт построения таких 
функций для реальных объектов классическим методом наименьших 
квадратов представлен в [4, 5]. 

Автор благодарит научного руководителя В.К. Горбунова за внимание 
и помощь в работе. 
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