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модель экономики с обобщенным рыночным спросом и 
единсТвенным равновесием1

В. к. Горбунов

1

Данная статья является продолжением 
статьи автора «Экономическое равновесие и 
агрегирование покупателей: реабилитация те-
оремы Вальда» (ЖЭТ. 2011. № 3), где классичес-
кая теория общего экономического равновесия 
пересмотрена на примере модели экономики 
Касселя — Вальда и на основе авторской кон-
цепции о рыночном спросе как об априорном 
объекте описания рынка. В данной работе мо-
дель Касселя — Вальда модифицируется пере-
ходом от классического спроса, порождаемого 
коллективной функцией полезности, к обобщен-
ному рыночному спросу, порождаемому век-
торным полем предпочтений. Теорема Вальда 
о существовании и единственности равновесия 
тривиально переносится на новую модель.

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке 
аналитической ведомственной целевой программой 
Минобразования РФ «Развитие научного потенциала вы-
сшей школы (2009–2011 годы), проект 2.1.3/6763 «Развитие 
математических моделей и анализ рыночного спроса и 
производства».

Введение

В предыдущей статье [10] теория общего 
экономического равновесия пересмотрена на 
примере модели Касселя — Вальда и на основе 
авторской концепции о рыночном спросе как об 
априорном объекте описания рынка.

В основе классической теории экономичес-
кого равновесия (ТЭР) Л. Вальраса лежит тео-
рия потребительского спроса, понимаемого как 
зависимость количеств продаж благ (товаров и 
услуг) некоторого потребительского рынка или 
всей экономики2 от их цен и бюджета потребите-
лей. Экономика Вальраса состояла из конечного 
множества производителей (фирм), независимо 
максимизирующих свои доходы, и конечного 
множества потребителей (домохозяйств), выби-
рающих независимо от других потребителей из 
множества благ, доступных каждому при данных 
ценах и бюджете, наиболее «полезный» набор 
благ. Главное внимание Вальрас и другие совре-
менные ему авторы (С. Джевонс и К. Менгер), 
как и их предшественник Г. Госсен, уделили ин-
дивидуальному спросу домохозяйства.
2 В части благ конечного потребления.
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Современная теория индивидуального пот-
ребления построена как математическая тео-
рия [13, 32, 20]. Содержательное экономическое 
понятие предпочтения обычно представляется 
формально как бинарное отношение, опреде-
ленное на декартовом произведении пространс-
тва благ и обладающее некоторыми аксиомати-
ческими свойствами. Классическое бинарное 
отношение предпочтения (БОП) наделяется ба-
зовыми свойствами (аксиомами) полноты, тран-
зитивности и непрерывности, которые обеспе-
чивают существование функционального пред-
ставления БОП в виде вещественной функции, 
называемой в математике индикатором бинар-
ного отношения и в экономической теории — по-
рядковой функцией полезности, или функцией 
предпочтения. Дополнительные аксиомы непре-
рывности, выпуклости, монотонности и диф-
ференцируемости сужают класс функций пред-
почтения до непрерывно дифференцируемых 
вогнутых и возрастающих. Это позволило пос-
троить содержательную аналитическую теорию 
потребительского спроса, позволяющую вычис-
лять и исследовать функции спроса. Вершиной 
аналитической теории спроса является анализ 
Е. Слуцкого (1915 г.), лаконично представляю-
щий законы спроса, как ранее открытые эмпи-
рически, так и его новые свойства относительно 
процессов дополнения и замещения благ при из-
менении рыночной конъюнктуры — цен благ и 
суммарных расходов потребителя (сравнитель-
ная статика). Однако для решения реальных эко-
номических проблем для производителей благ, 
торговцев и правительств необходима теория аг-
регированного рыночного спроса. Свойства ры-
ночного спроса являются определяющими для 
ТЭР. 

Первый теоретический результат относи-
тельно существования и единственности эко-
номического равновесия был получен в 1935–
1936 гг. австрийским математиком Абрахамом 
Вальдом [36] на примере модифицированной 
модели экономики Г. Касселя [14]. В этой мо-
дели, в отличие от исходной модели Вальраса, 
производственная система рассматривается не 
как множество независимых фирм, а консоли-
дированно, как единая система, использующая 
ограниченный набор производственных факто-
ров, и потребление представлено не множеством 
независимых потребителей, максимизирующих 
субъективные полезности, а обратной функцией 
рыночного спроса (зависимостью цен от произ-

водственного предложения). Вальд нашел усло-
вия на функцию рыночного спроса, обеспечива-
ющие как существование, так и единственность 
равновесия. Ключевым для единственности 
оказалось условие, позже (1938 г.) переоткры-
тое П.  Самуэльсоном [33] как принцип рацио-
нального выбора индивидуального потребителя 
и названное еще позже слабой аксиомой выяв-
ленного предпочтения (слабой АВП). Однако 
последующие исследователи потребительского 
спроса и экономического равновесия следовали 
схеме Вальраса, и основное внимание уделяли 
теории индивидуального спроса. При этом ока-
залось, что агрегированный рыночный спрос, 
рассматриваемый как сумма спросов незави-
симых покупателей, максимизирующих каж-
дый свою функцию предпочтения, невозможно 
представить аналогичной моделью максимиза-
ции коллективной функции предпочтения без 
наложения искусственных условий (однород-
ность предпочтений или «выпрямление кривых 
Энгеля») [25; 32, ch. 4]. Так построенный рыноч-
ный спрос не удовлетворяет в общем случае ус-
ловию Вальда — Самуэльсона — слабой АВП.

Вследствие невыполнения слабой АВП для 
рыночного спроса (как считается до настоящего 
времени в мэйнстриме теории спроса и экономи-
ческого равновесия) работа Вальда по обоснова-
нию существования и единственности равнове-
сия в модели экономики Касселя была квалифи-
цирована как несоответствующая реальности. 
Основополагающей работой в современной 
ТЭР считается статья К. Эрроу и Д. Дебре [22], 
где для абстрактной модели децентрализован-
ной конкурентной экономики, объединяющей 
конечные множества независимых производи-
телей (фирм) конечной номенклатуры благ и 
независимых потребителей (домохозяйств) с 
классическими предпочтениями, было доказано 
существование равновесия. Модель Эрроу — 
Дебре считается более адекватной реальности, 
чем модель Касселя — Вальда. Однако единс-
твенность равновесия в этой модели, без нало-
жения на индивидуальные предпочтения и рас-
пределение доходов между домохозяйствами 
действительно неестественных предположений, 
доказать невозможно1. Более того, позже были 
найдены примеры различных патологий относи-
тельно множества равновесий и было показано, 

1 Кроме формально предельного случая одного 
домохозяйства, концептуально соответствующего подходу 
Касселя и Вальда.
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что функция рыночного спроса, порождаемого 
достаточно большим количеством классически 
регулярных домохозяйств, может обладать неес-
тественными свойствами (теорема Зонненшейна 
— Мантеля — Дебре) [32, ch.17]. Более подробно 
кризисная ситуация теории спроса и равновесия 
представлена в статьях [8, 10]. Там также пред-
ставлено решение проблемы агрегирования по-
купателей в рамках классической теории макси-
мизации функции предпочтения на основе по-
нятия статистического ансамбля потребителей 
(statistical consumers’ assembly) как априорного 
объекта теории спроса и ТЭР, представляемого 
торговой статистикой [4, 5].

Данная статья предлагает дальнейшее разви-
тие аналитической ТЭР на основе представле-
ния рыночного спроса через обобщенную мо-
дель спроса, свободную от стеснительных для 
некоторых рынков предположений классичес-
кой теории спроса о полноте и (или) транзитив-
ности потребительских предпочтений. 

Многие зарубежные исследователи в пос-
ледние десятилетия предпринимают попытки 
пересмотра теории спроса на основе отказа от 
свойств транзитивности и (или) полноты пред-
почтений. Большинство из них ограничивается 
теоретико-множественным уровнем без постро-
ения аналитического аппарата, позволяющего 
вычислять спрос [31, 28, 29, 35, 30].

Известны две попытки построения аналити-
ческих обобщений классической модели на ос-
нове отказа от транзитивности предпочтений. 
В 1932 г. Р. Аллен [21] предложил теорию ло-
кального потребительского выбора на основе 
представления потребительских предпочтений 
через «направление предпочтения» (preference 
direction), определенное в каждой точке про-
странства благ. Это представление можно рас-
сматривать как векторное поле, обладающее 
специфическими свойствами, однако Аллен 
и его последователи Н. Георгеску-Роген [24] и 
Д. Кацнер [27] этого не сделали и не построили 
содержательную теорию спроса, аналогичную 
классической теории максимизации полезности. 

Вторая аналитическая альтернатива класси-
ческой модели принадлежит В. Шаферу [34], 
который предложил теорию индивидуального 
потребителя на основе полного, но не обяза-
тельно транзитивного БОП, представляемого 
непрерывной и кососимметричной веществен-
ной бифункцией на декартовом произведении 
пространства благ. Содержательная теория «не-

транзитивного потребителя» Шафера также из-
вестна. Сравнительному анализу теорий Аллена 
и Шафера посвящена статья [26].

В наших работах [6, 7, 9] предложена ана-
литическая модель потребительского спроса, 
обобщающая классическую теорию спроса для 
рынков с числом товаров не менее трех и сов-
падающая с классической теорией рынка двух 
товаров. Предпочтения потребителей этой мо-
дели представляются не бинарным отношением, 
а векторным полем предпочтений, компоненты 
которого имеют смысл относительных ценнос-
тей благ, а их парные отношения являются пре-
дельными нормами замещения соответствую-
щих благ. В потенциальном случае поле пред-
почтений — это градиентное поле функции 
предпочтения (потенциала поля предпочтения). 
При этом новая модель совпадает с классичес-
кой. В случае непотенциальности поля функция 
предпочтения, порождающая потребительский 
спрос, не существует. Это эквивалентно отказу 
от полноты или транзитивности предпочтений 
при их представлении бинарным отношением.

Отметим, что понятие «поле предпочтений» 
использовалось в работах П. Самуэльсона [33], 
У. Гормана [25], книге Х. Никайдо [17, § 15.2], 
однако исключительно в рамках классической 
теории спроса.

Наша модель спроса в своей основе повто-
ряет идею Аллена [21] и развивает ее до аналити-
ческой теории, основанной на слабой АВП. Эта 
теория позволяет вычислять функции спроса, 
обладающие почти всеми базовыми свойствами 
классического рыночного спроса, кроме сим-
метричности матрицы Слуцкого. Очевидно, ар-
гументация работ [4, 5, 8, 10] о необходимости 
отнесения аналитической теории спроса, соот-
ветствующей эмпирическим законам, не к инди-
видуальному, а к агрегированному рыночному 
спросу, применима также к обобщенной модели.

В данной статье обобщенная модель спроса 
с представлением предпочтений через вектор-
ное поле включается в модель экономического 
равновесия Касселя — Вальда. Это расширяет 
область ее применимости и позволяет обосно-
вать существование и единственность равнове-
сия при более слабых предположениях, чем в 
предыдущей модификации этой модели [10]. В 
первом разделе кратко представлена обобщен-
ная модель спроса. Второй раздел представляет 
модификацию модели равновесия Касселя — 
Вальда, в которой производственная система 
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представлена парой двойственных задач линей-
ного программирования (ЛП), как это впервые 
сделал Г. Кун в работе [15]. При этом исходная 
задача ЛП определяет выпуск продуктов сис-
темы в зависимости от их цен (предложение 
производства), а двойственная задача опреде-
ляет цены производственных факторов в зави-
симости от цен продуктов. Рыночный спрос в 
новой модификации представлен обобщенной 
моделью спроса. В остальном новая модель рав-
новесия повторяет модель [10] с коллективной 
функцией полезности. Приводятся определение 
равновесия и теорема существования и единс-
твенности. Раздел 3 — заключение.

1. Обобщенная аналитическая модель 
рыночного спроса

Большинство известных обобщений класси-
ческой теории (индивидуального) потребитель-
ского спроса, кроме отмеченных во введении 
теорий Аллена [21] и Шафера [34], основано на 
явном изменении аксиоматики классического 
БОП. При этом снимается аксиома полноты и 
(или) транзитивности [31, 28, 29, 35, 30] и вво-
дятся другие аксиомы (рефлексивность, выпук-
лость и т. д.) и доказывается существование в 
доступном множестве благ наилучшего набора. 
Такие теоретико-множественные построения 
обладают высокой степенью общности, но они 
не позволяют создать аналитический аппарат 
для вычислений и анализа спроса и экономичес-
кого равновесия.

В нашем обобщении классической теории 
спроса [6, 7, 9], кроме отнесения теории не к ин-
дивидуальному потребителю, а к статистичес-
кому ансамблю потребителей, вместо исходного 
представления потребительских предпочтений 
бинарным отношением используется векторное 
поле в пространстве благ. Изложим кратко ос-
новные понятия и факты новой теории рыноч-
ного спроса.

Рассмотрим рынок конечного набора n благ 
конечного индивидуального потребления, обоз-
начая произвольный набор благ вектором x = (x1, 
…, xn), координаты которого неотрицательны, 
т. е.  Неотрицательный ортант  в таком 
контексте называется пространством товаров. 
Система предпочтений ансамбля потребителей 
рынка представляется с помощью векторного 
поля q(x) в  Все потребители расходуют на 
покупку данных благ совокупное количество 
денег e. Мы, в отличие от текстов микроэконо-

мики [32, 20], не ограничиваем смысл этого па-
раметра бюджетом/доходом потребителей, но 
считаем его в общем случае совокупными расхо-
дами потребителей данного рынка. Это значит, 
что при ценах благ p = (p1, …, pn), которые также 
являются элементами неотрицательного ортанта 

 (здесь это пространство цен), выполняется 
расходное условие покупок

áp, xñ = e.                         (1.1)

Здесь и далее скобки á, ñ используются для 
скалярного произведения.

Для построения аналитической теории ры-
ночного спроса мы, подобно классической те-
ории [32, 20], использующей непрерывно диф-
ференцируемые функции полезности, ограни-
чиваемся гладкими, т. е. непрерывно диффе-
ренцируемыми полями. Это ограничение в силу 
приближенного характера любой достаточно не-
тривиальной теории, а также приближенности 
исходных данных, используемых для иденти-
фикации соответствующей математической мо-
дели, не является, как правило, стеснительным.

Представление системы предпочтений ансам-
бля потребителей через векторное поле по су-
ществу повторяет представление Алленом пред-
почтений индивидуального потребителя через 
направление предпочтений [21]. Однако мы ис-
пользуем также базовые характеристики вектор-
ных полей — потенциальность и монотонность 
[18]. Поле q(x) называется потенциальным, если 
существует такая скалярная дифференцируемая 
функция u(x), называемая потенциалом поля, что 
qi(x) = ¶u(x)/¶xi. Неотрицательность компонент 
qi(x) означает неубывание потенциала. Поле q(x) 
называется монотонно невозрастающим, если 
для любых точек x и y выполняется неравенство 

áq(x) — q(y), x — y)ñ £ 0.            (1.2)

Если это неравенство для x ¹ y строгое, то 
поле называется монотонно убывающим. В об-
щем случае поле предпочтений может быть не-
потенциальным. Потенциал u(x) монотонно не-
возрастающего поля q(x) (если существует) яв-
ляется вогнутой функцией.

Свойства потенциальности и монотонности 
поля q(x) определяются матрицей ее производ-
ных

                      (1.3)

Потенциальность поля q(x) эквивалентна 
симметричности этой матрицы [18, теорема 



22
ж

у
р

н
а

л
 э

к
о

н
о

м
и

ч
ес

к
о

й
 т

ео
р

и
и

 №
4/

20
12

Политическая экономия

4.1.6]. Монотонное невозрастание (1.2) поля q(x) 
эквивалентно отрицательной полуопределен-
ности матрицы Q(x), и если эта матрица отрица-
тельно определенная1, то q(x) строго монотонно 
убывает [18, теорема 5.4.3]. 

Определение 1 [6]. Векторным полем пот-
ребительских предпочтений называется моно-
тонно невозрастающее непрерывное отобра-
жение  компоненты которого qi(x) 
имеют смысл относительных ценностей товаров 
i = 1, n, а их отношения 

                      (1.4)

являются предельными нормами замещения2 то-
вара j товаром i.

Если поле предпочтений q(x) потенциальное, 
то его потенциал u(x) можно считать порядковой 
функцией полезности. Соответственно, компо-
ненты qi(x) принимают смысл классических пре-
дельных полезностей, и свойство монотонного 
убывания поля соответствует первому закону 
Госсена классической теории — закону убыва-
ния предельной полезности.

Рациональность выбора потребителей оп-
ределяется в соответствии со вторым законом 
Госсена, представляющим в классическом слу-
чае принцип оптимальности (равновесие в пот-
реблении). В нашем случае этот принцип также 
сохраняется в хиксовой форме: в точке спроса 
предельные нормы замещения Sij(x) равны отно-
шению соответствующих цен [5, п. 2.3]:

                      (1.5)

Так как предельные нормы замещения равны 
отношениям (1.4), то принцип равновесия в пот-
реблении (1.5) можно представить как коллине-
арность поля q(x) вектору цен p, т. е. равенством

q(x) = lp,                       (1.6)

где l — положительный коэффициент про-
порциональности векторов q(x) и p. 

Равенство (1.6) — это система n уравнений 
относительно неизвестных n координат точки 
спроса x и коэффициента l. Для замыкания этой 
системы n уравнений относительно n + 1 неиз-

1 Алгебраическая определенность несимметричной 
матрицы Q эквивалентна определенности симметричной 
матрицы Q + QT.
2 Понятие «предельной нормы замещения» введено 
Дж. Хиксом как исходное представление предпочтений.

вестных следует использовать также расходное 
условие (1.1).

Таким образом, итоговая форма соотноше-
ний, определяющих рациональный выбор ан-
самбля потребителей, расходующих на данном 
рынке в ценовой ситуации p суммарное количес-
тво денег e, т. е. определяющих рыночный спрос 
x(p, e), принимает вид системы n + 1 нелиней-
ных уравнений относительно такого же числа 
переменных (x1, …, xn, l):

           (1.7)

Эта система нелинейных уравнений представ-
ляет новую, обобщенную модель рационального 
потребительского выбора. Новая теория спроса, 
соответствующая этой модели, сохраняет клас-
сические законы Госсена в обобщенном смысле. 
В случае потенциальности поля система (1.7) 
совпадает с характеристической системой клас-
сической модели [5, с. 65]. Множитель l(p, e), 
определяемый вместе с x(p, e) этой системой, яв-
ляется обобщением множителя Лагранжа клас-
сической модели спроса, трактуемого как пре-
дельная полезность потребительских расходов 
[20]. 

Существование и свойства решения системы 
(1.7) относительно переменных (x, l) определя-
ются свойствами ее соответствующего якобиана

                (1.8)

В [7, 9] показано, что в общем непотенци-
альном случае система (1.7) с невырожденным 
якобианом (1.8) определяет при заданных це-
нах p > 0 и расходах e > 0 в некоторой области 

 значения спроса x(p, e) > 0 и масштаб-
ного множителя l(p, e) > 0 и позволяет исследо-
вать их свойства. Как и в классическом случае, 
функции обобщенного спроса однородны нуле-
вой степени, т. е. l любого числа a > 0 выполня-
ется равенство x(ap, ae) = x(p, e).

Для построения содержательной теории 
спроса требуется его регулярность, что озна-
чает его однозначность и непрерывную диф-
ференцируемость векторной функции x(p, e). 
Достаточным условием регулярности является 
отрицательная определенность матрицы (1.3), 
обеспечивающая монотонное убывание поля 
q(x) и обратимость якобиана (1.8). В регулярном 
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случае для спроса x(p, e) определена матрица за-
мещения (substitution matrix) [32, p. 33-34]

 (1.9)

построенная и исследованная впервые 
Е. Е. Слуцким в работе [19]1.

Для модели (1.7) с невырожденной матрицей 
Q(x) матрица Слуцкого (1.9) имеет вид 

 (1.10)

Эта формула является обобщением соответс-
твующей формулы классической модели, где 
матрица производных поля предпочтения (1.3) 
является матрицей вторых производных (матри-
цей Гессе) функции полезности [1, 5].

Известно, что матрица Слуцкого (1.9) спроса 
x(p, e), порождаемого классической моделью, 
симметричная и отрицательно полуопределен-
ная, причем ее нуль-пространство порождается 
вектором цен p. Выразим это формально, с ис-
пользованием правила матричных умножений, 
где векторы x, p и другие векторы из Rn счита-
ются столбцами, а их транспозиции xT, pT — 
строками: S T(p, e) = S(p, e), vTS(p, e)v £ 0 для лю-
бых v Î Rn, причем vTS(p, e)v = 0 тогда и только 
тогда, когда v = ap, где a — произвольное число. 
Для обобщенного спроса, порождаемого регу-
лярным полем q(x), матрица (1.10) сохраняет 
почти все эти свойства, кроме симметричности.

Как и в классической модели спроса, пред-
ставление потребительских предпочтений в 
обобщенной модели также неоднозначно. Здесь 
имеет место инвариантность поля предпочтений 
q(x) относительно умножений на положитель-
ную скалярную функцию a(x), сохраняющую 
монотонность поля. Это значит, что если поле 
q(x) порождает функцию спроса x(p, e) и некото-
рый множитель l(p, e), то эта же функция спроса 
порождается полем qa(x) = a(x)q(x) при любой 
положительной функции a(x), сохраняющей для 
поля qa свойство (1.2). При этом, однако, будет 
новый множитель la(p, e) = a(x)l(x).

Для теории экономического равновесия, как 
отмечено во введении, особую роль играет сла-
бая аксиома выявленного предпочтения. В тер-
минах функций спроса эта аксиома означает 
([32, def. 2.F.1]):
1 Оригинал опубликован на итальянском языке в 1915 г.

для любых двух ситуаций «цены — расходы» 
(p, e) и (p¢, e¢) выполняется:

если áp, x(p¢, e¢)ñ£ e и x(p¢, e¢) ¹ x(p, e),
то áp¢, x(p, e)ñ > e¢.               (1.11)

В [7, с. 42] показано, что обобщенный спрос 
модели (1.7) с непрерывно дифференцируемым 
и монотонно убывающим полем q(x) удовлетво-
ряет слабой АВП.

Напомним, что теория выявленного пред-
почтения была предложена Самуэльсоном и 
привлекла внимание многих исследователей 
как альтернатива классической теории спроса 
в связи с трудностями последней относительно 
идентификации (калибровки) модели максими-
зации функции предпочтения, т. е. трудностями 
построения коллективной функции предпочте-
ния по торговой статистике, в частности, вы-
званными методологической проблемой агреги-
рования покупателей. Важное внимание уделя-
лось также проблеме интегрируемости данных 
функций спроса. Под этим понимается вопрос: 
каким аналитическим свойствам должна удов-
летворять функция спроса x(p, e), чтобы су-
ществовала функция предпочтения u(x), порож-
дающая данный спрос? Оказалось (в работах 
Л. Гурвиц и Х. Удзава, 1971), что критерием ин-
тегрируемости регулярного спроса x(p, e) явля-
ется выполнение трех свойств: 

1) однородность нулевой степени, 
2) закон Вальраса, т. е. выполнение тождес-

тва áp, x(p, e)ñ = e для любых ситуаций (p, e) > 0,
3) симметричность и отрицательная полу-

определенность матрицы Слуцкого.
Попытки построения обобщенной теории 

спроса на основе слабой АВП выявили [28], 
что регулярные функции спроса, удовлетворя-
ющие слабой аксиоме, должны удовлетворять 
почти всем этим трем свойствам классичес-
кого спроса, кроме симметричности матрицы 
Слуцкого. Спрос, порождаемый нашей моделью 
(1.7), именно такой. Таким образом, новая мо-
дель, основанная на представлении предпочте-
ний векторным полем, которое может быть не-
потенциальным, соответствует теории потреби-
тельского спроса, построенной на основе слабой 
АВП. 

2. Модель Касселя — Вальда с векторным 
полем коллективных предпочтений 

В модели экономического равновесия Касселя 
[14, 36] производственная система, состоящая 
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изначально из независимых конкурирующих 
фирм, максимизирующих свои доходы при об-
щих ценах, рассматривается консолидированно. 
В соответствии с одной из гипотез Вальраса, 
подтвержденных позже математическим анали-
зом моделей равновесия, продажные цены про-
дуктов в условиях совершенной конкуренции 
и равновесия (спроса и предложения) равны их 
себестоимости. При этом совокупное предло-
жение производителей эквивалентно предложе-
нию консолидированной производственной сис-
темы, максимизирующей совокупный доход (см. 
[3, гл. 3, §5; 1, с. 134]). Это позволило Г. Куну 
описать рациональность производственной сис-
темы замкнутой децентрализованной рыночной 
экономики задачей линейного программирова-
ния [15], естественной для централизованной 
плановой экономики. Очевидно, ничто не ме-
шает считать, что предлагаемая ниже модель 
представляет также более реальную смешанную 
экономику с общими рыночными ценами. 

В экономике Касселя рассматривается m фак-
торов производства в положительных количес-
твах  которые 
используются для производства n конечных 
продуктов (благ) в неотрицательных количест-
вах  Для производства единицы продукта 
j требуется aij ³ 0 единиц фактора i. Эти коэф-
фициенты определяют удельные производствен-
ные затраты факторов и составляют технологи-
ческую матрицу A = {aij} размерностей (m ´ n). 
Эта матрица и вектор наличных факторов r оп-
ределяют ограничения на выпуск продуктов x — 
систему линейных неравенств:

Ax £ r, x ³ 0.                      (2.1)

Цены продуктов составляют вектор  и 
цены факторов — вектор 

Бюджет потребителей равен стоимости фак-
торов áv, rñ.

Рациональность производственной системы 
заключается в максимизации стоимости вы-
пуска x в ценах p, т. е. линейной функции áp, xñ, 
при условиях (2.1). Решение этой задачи ЛП, 
возможно не единственное, определяет много-
значное отображение

 (2.2)

Отображение X(p) является производствен-
ным предложением благ.

Связь цен благ p и цен факторов v, соответс-
твующих определению Вальраса конкурентного 

равновесия, а также другие содержательные 
свойства равновесия устанавливаются теорией 
двойственности ЛП. Рассмотрим двойственную 
к (2.2) задачу, используя (пока формально) для 
двойственных переменных, отвечающих фак-
торным ограничениям Ax £ r, цены факторов v:

 (2.3)

Излагаемые далее факты теории двойствен-
ности подтверждают совпадение двойственных 
переменных и цен факторов.

Согласно первой теореме двойственности за-
дачи (2.2) и (2.3) разрешимы или неразрешимы 
одновременно, и в случае разрешимости опти-
мальные значения целевых функций (т. е. значе-
ния этих задач) совпадают:

áp, xñ = ár, vñ º áv, rñ.                (2.4)

По второй теореме двойственности (теореме 
равновесия) пара решений (x, v) двойственных 
задач (2.2) и (2.3) удовлетворяет условиям до-
полнительности:

         (2.5)

Первая группа этих условий показывает, что 
двойственные переменные vi, соответствую-
щие не полностью используемым факторам ri 
(когда åjaijxj < ri), должны быть нулевыми. Этим 
свойством обладают вальрасовы цены факто-
ров. Второе свойство цен Вальраса — равенство 
цен pj выпускаемых продуктов (xj > 0) себесто-
имости, т. е. pj = åiviaij, где vi — цены факто-
ров. Это согласуется со второй группой условий 
(2.5). При этом выпуск продукта xj, цена кото-
рого pj ниже себестоимости, также нулевой.

Таким образом, двойственные переменные v 
задачи (2.3) действительно являются вальрасо-
выми ценами факторов r, или ценами конкурен-
тного равновесия. При этом равенство двойс-
твенности (2.4) является стандартной формой 
закона Вальраса, означающего, что потреби-
тели расходуют весь совокупный бюджет áv, rñ. 
Формирование этого бюджета зависит от инс-
титуциональных характеристик данной эконо-
мики, но это несущественно для вопроса опти-
мального ценообразования, решаемого теорией 
равновесия.
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Следствием первой теоремы двойственности 
также является эквивалентность решения пары 
двойственных задач (2.2), (2.3) и решения сис-
темы линейных неравенств 

Ax £ r, x ³ 0, ATv ³ p, v ³ 0, áp, xñ = ár, vñ (2.6)

относительно пары (x, v) при заданных ценах 
p.

Перейдем к описанию рыночного спроса. В 
нашей работе [10] рыночный спрос описывается 
классической задачей максимизации коллектив-
ной порядковой функции полезности на доступ-
ном множестве, определяемом ценами благ p и 
совокупными расходами e всех потребителей ис-
следуемого рынка. Теперь вместо классической 
теории спроса будем использовать обобщенную 
теорию, представляемую моделью рыночного 
спроса (1.7). При этом общая стоимость покупок 
e, как и в любом варианте экономики Вальраса, 
совпадает с консолидированным бюджетом всех 
потребителей, который равен стоимости факто-
ров производства r в ценах v, т. е.

e = áv, rñ                         (2.7)

Таким образом, новая модель замкнутой эко-
номики состоит из описания агента «потребле-
ние» — системой (1.7), агента «производство» 
задачей ЛП (2.2) и бюджетным равенством (2.7). 
При этом двойственная задача (2.3) определяет 
цены факторов v в зависимости от цен произво-
димых благ p. Задача равновесия ставится отно-
сительно цен (p, v) и выпуска благ x. Величина 
выпуска x является, как и в исходной модели 
Касселя, одновременно потребительским спро-
сом и производственным предложением, что со-
ответствует сути понятий рыночного и экономи-
ческого равновесия.

Комплексную задачу равновесия, состоящую 
из двух (двойственных) задач ЛП (2.2) и (2.3), 
а также из систем уравнений (1.7), определяю-
щих спрос, и бюджета (2.7), удобно также рас-
сматривать в эквивалентной, но концептуально 
и алгоритмически более простой форме — как 
систему равновесия, состоящую из равенств и 
неравенств (1.7), (2.6), (2.7), которая после ис-
ключения параметра расходов e принимает вид:

               (2.8)

Остановимся на известном для моделей рав-
новесия замкнутых экономик свойстве цен — 
инвариантности решений систем равновесия 
относительно масштаба цен. Легко увидеть, что 
эта инвариантность сохраняется и для новой мо-
дели. Действительно, предположим, что тройка 
(p, v, x) удовлетворяет системе равновесия (2.8). 
Очевидно, что этой же системе удовлетворяет 
также тройка (ap, av, x) с любым положитель-
ным множителем a (при несущественном мас-
штабировании множителя al). Для исключе-
ния неопределенности масштаба цен (несу-
щественной для проблемы равновесия) следует 
наложить дополнительное условие на цены. 
Наиболее удобное условие — принадлежность 
цен стандартному симплексу в объединенном 
пространстве цен 

        (2.9)

Альтернативным условием для цен является 
назначение единичной цены некоторому про-
дукту j или фактору производства i.

Формальное определение равновесия для но-
вой модели по существу повторяет наше преды-
дущее определение [10] варианта модификации 
модели Касселя — Вальда — Солоу с классичес-
ким спросом.

Определение 2. Набор продуктов, цен продук-
тов и цен производственных факторов {x*, p*, v*} 
составляет рыночное равновесие в экономике 
(2.8), (2.9), если

x* = x(p*, áv*, rñ) Î X(p*).          (2.10)

Коллективная рациональность потребителей 
здесь выражена равенством, а рациональность 
производства — включением. Закон Вальраса вы-
полняется тривиально в силу расходного равенс-
тва (1.1), входящего в систему (2.8) второй стро-
кой. Вопрос существования и единственности 
равновесия в новой, обобщенной модели Касселя 
— Вальда решается следующей теоремой.

Теорема. Пусть в замкнутой экономике (2.8), 
(2.9) технологическая матрица A не содержит 
нулевых столбцов и нулевых строк, и поле пред-
почтений q(x) дифференцируемо и монотонно 
убывающее. Тогда существует экономическое 
равновесие {x*, p*, v*}, в котором набор продук-
тов и их цены {x*, p*} определены однозначно, и 
если при этом ранг матрицы A равен числу фак-
торов m, то цены факторов v* также определены 
однозначно.
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Замечание. Предположение об отсутствии 
нулевых строк и столбцов в матрице A означает, 
что производство каждого продукта требует ис-
пользования некоторого фактора, и каждый фак-
тор используется в производстве некоторого 
продукта. Это предположение обеспечивает 
ограниченность допустимого множества (2.1) 
производственной задачи (2.2), следовательно, 
ее разрешимость, а также разрешимость двойс-
твенной задачи (2.3), определяющей цены фак-
торов v, при любых ценах благ 

Сформулированная теорема существования 
и единственности равновесия в предложен-
ной модификации модели экономики Касселя 
— Вальда не нуждается в новом доказательс-
тве, как и аналогичная теорема предыдущей ра-
боты [10]. В части существования равновесия 
здесь также можно почти дословно повторить 
доказательство теоремы 2.1 из [1, с. 142-146]. 
Единственность равновесия для линейной мо-
дели производства (2.2) легко выводится из имп-
ликации (2.11) слабой АВП (см. [10, с. 141]), ко-
торая выполняется для спроса x(p, áv, rñ) в силу 
дифференцируемости и монотонного убывания 
поля q(x).

Заключение
Эта статья завершает (на данном этапе) мо-

дификацию модели общего экономического рав-
новесия Вальраса — Касселя1 и, на этом при-
мере, общего подхода к проблеме экономичес-
кого равновесия, предложенного в предыдущей 
статье [10], в двух направлениях. Во-первых, 
обосновано описание рыночного спроса, свойс-
тва которого определяют существование, единс-
твенность равновесия и устойчивость процесса 
его «нащупывания»2, как коллективного спроса 
статистического ансамбля потребителей — ис-
ходного объекта теории спроса. Это позволило 
пересмотреть работы Вальда, представленные 
в его обзорной статье [36], в которых впервые 
были доказаны существование и единствен-
ность равновесия в данной модели, и показать 
естественность его ключевого условия, назван-
ного позже слабой АВП, для рыночного спроса 
(однако не обратного спроса Касселя, а спроса 
Вальраса — Маршалла, т. е. зависимости коли-

1 Исходное название модели, названной после ее 
модификации и исследования Вальдом, моделью Касселя 
— Вальда.
2 Мы предполагаем посвятить проблеме устойчивости 
специальную публикацию.

честв продаж продуктов от их цен). Это условие, 
как давно известно, обеспечивает (при некото-
рых дополнительных и естественных условиях) 
единственность равновесия. Ошибочное отри-
цание условия Вальда для рыночного спроса 
было «камнем преткновения» для развития ТЭР 
и ее практического применения. 

Второе направление модификации модели 
Касселя — Вальда — это переход от класси-
ческой модели спроса (однако примененной не 
к индивидуальному, а к рыночному спросу) к 
обобщающей ее модели, основанной на пред-
ставлении коллективных предпочтений вектор-
ным полем, в общем случае непотенциальным. 
Новая модель (2.8) (и ее теория) описывает пот-
ребительский спрос при менее стеснительных 
предположениях, чем классическая модель, и 
сохраняет выполнение для обобщенного спроса 
слабой АВП.

Модель Касселя — Вальда считается сущес-
твенным упрощением реальности из-за консо-
лидированного рассмотрения как производс-
твенных агентов-фирм, так и потребителей. 
Относительно последнего упрека, теперь мы 
считаем очевидным, что это главное достоинс-
тво подхода авторов этой модели, позволив-
шее, через определенное время, преодолеть па-
радоксы и тупики теории равновесия, основы 
которых были заложены ошибочной схемой 
Вальраса представления рыночного спроса че-
рез детальное, но неадекватное реальности ана-
литическое описание независимых индивиду-
альных потребителей. 

Консолидированное представление произ-
водства стационарной линейной моделью дейс-
твительно может показаться большим упроще-
нием. Но модель производства Касселя предвос-
хитила создание весьма богатой и эффективной 
для приложений теории линейных экономичес-
ких моделей и линейного программирования [3, 
23]. В частности, соотношения двойственности 
(2.4) и (2.5) были представлены в описании этой 
модели задолго до создания теории ЛП. Линейное 
представление производства позволяет решить 
проблему идентификации модели по стандарт-
ной экономической статистике. При этом также 
требуется идентифицировать и блок потребле-
ния. Для этого имеются и развиваются соответс-
твующие методы построения коллективной фун-
кции полезности [5, 12] и поля предпочтения [11]. 

Таким образом, проведенная модификация 
модели Касселя — Вальда позволяет относить 
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ее к классу прикладных вычислимых моделей 
равновесия [16], представляющих экономики 
с любой степенью централизации управления. 
Такие модели очень актуальны для решения 
проблем оптимального ценообразования, реше-
ние которых позволило бы вырабатывать эффек-
тивную экономическую политику, отвечающую 
национальным интересам, а не интересам «эф-
фективного использования ресурсов мировой 
экономикой».

Наконец, отметим, что основополагающая 
в настоящее время для ТЭР модель Эрроу — 
Дебре также может быть пересмотрена на ос-
нове предложенных нами: концепции рыноч-
ного спроса и представления предпочтений 
векторным полем. Такой пересмотр достаточно 
прост, так как формально заключается в пред-
ставлении потребления одним агентом. Следует 
лишь именовать его не «домохозяйством», а «ан-
самблем потребителей» данной экономики. При 
этом снимается искусственное предположение 
о наличии у каждого домохозяйства в собствен-
ности всех продуктов экономики [1, с. 137]. Для 
ансамбля потребителей такое предположение 
естественно. Существование равновесия триви-
ально переносится на такую модификацию мо-
дели Эрроу — Дебре. Проблема единственности 
равновесия в этой модели исследована в специ-
альной литературе и представлена в популярном 
за рубежом и в некоторых российских «экономи-
ческих школах» учебнике [32]. Там можно найти 
формальные результаты относительно единс-
твенности равновесия при выполнении слабой 
АВП, которая считается до настоящего времени 
«искусственной» для рыночного спроса, исполь-
зуемого в модели Касселя — Вальда априорно.
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Теория и меТодология определения сТоимосТи жизни человека

В. В. дрошнев, и. Ф. косьмин

В статье раскрываются понятия «жизнь», 
«жизнь человека», «стоимость жизни и смерти 
человека», уточняются влияющие на величину 
стоимости жизни факторы, представляются 
и характеризуются используемые на современ-
ном этапе разнообразные подходы к определе-
нию величины стоимости жизни и смерти че-
ловека, выявляются проблемы определения ве-
личины стоимости жизни и смерти человека в 
рамках действующего общего и страхового за-
конодательства и сложившейся практики, де-
лаются предложения по оптимизации данного 
механизма.

Вопросы о сущности понятия «жизнь» и 
«жизнь человека» будоражат умы ученых, фи-
лософов, литераторов и обывателей на протя-
жении всего периода существования человечес-
тва. Это не случайно, так как понятие «жизнь» 
многогранно, оно объединяет несколько смыс-
лов и целый ряд специальных характерных ас-
пектов, часто взаимоисключающих друг друга. 
Учеными различных областей знаний продол-
жается поиск наиболее приемлемого раскрытия 
содержания данного понятия. При этом фор-
мируются и используются разнообразные тео-
ретико-методологические подходы: естествен-

нонаучный, биологический, метафизический и 
другие, направленные на раскрытие как общей 
основы самого понятия «жизнь», так и отде-
льных аспектов, характерных или доминирую-
щих при детализации понятия [7]. 

Говоря о жизни человека, следует остано-
виться на определении данного понятия. При 
определении понятия «жизнь человека» уточ-
няются приоритеты, отражающие преобладание 
духовных или материальных составляющих, 
т. е. жизнь человека ассоциируется как с нали-
чием сознания, так и с возможностью подде-
ржания физического тела за счет удовлетворе-
ния естественных потребностей, связанных, в 
первую очередь, с питанием, здоровьем и жи-
лищем. Жизнь человека можно представить как 
«продолжение земной жизни его плоти от рож-
дения до смерти» [6]. При этом жизнь человека 
характеризуется духовными, материальными и 
общественно-социальными аспектами, которые 
учитываются в зависимости от поставленной 
цели исследования. Наличие многих взаимоис-
ключающих аспектов, характеризующих жизнь 
человека, обуславливает существование посто-
янного спора о первичности сознания или бытия 
при обеспечении развития человека и общества. 
Но при этом все участники спора единодушно 




