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экономики не укладывается целиком в рамки 
стандартных теорий потребления. На рынке 
потребительских благ домашнее хозяйство 
экономически выступает как «полусубъект», 
основной целью которого является «эконо-
мика выживания», решающим фактором при 
этом выступает бюджетное ограничение в 
условиях низкого уровня и крайне неравно-

мерного распределения доходов. Российское 
домохозяйство выступает в экономике как са-
мостоятельный участник сделок с обособив-
шимся хозяйственным оборотом ресурсов, но 
это лишь одно из условий становления его в ка-
честве специфического (отличного от фирмы и 
государства) рыночного капиталистического 
экономического субъекта. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОЖИДАНИЙ В СИСТЕМАХ  
С ГЕТЕРОГЕННЫМИ АГЕНТАМИ

Л. А. Серков

Рассматривается влияние эндогенной нормы временных предпочтений на динамику сто-
хастических моделей с гетерогенными агентами с использованием алгоритма формирования 
ожиданий, ассоциируемого с обучением агентов методом проб и ошибок. Показано, что в мо-
делях с эндогенной нормой временных предпочтений скорость схождения этого алгоритма 
значительно превышает скорость схождения алгоритма в моделях с постоянной нормой вре-
менных предпочтений. Кроме того, наличие обратной связи для нормы временных предпочте-
ний приводит к снижению волатильности исследуемых переменных.
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В предыдущей публикации автора [3] cфор-
мулирована идея о том, что формирование 
ожиданий на основе адаптивного обучения 
при ограниченной информации является од-
ним из механизмов самоорганизации ожида-
ний экономических агентов на микроэкономи-
ческом уровне. Саморазвитие этого процесса 
определяет эволюцию экономической системы 
на макроэкономическом уровне [2, 4]. Все ре-
зультаты, полученные в работе [3], относятся к 
формированию ожиданий репрезентативными 
агентами, то есть субъектами рынка, поведение 
которых отражает в среднем поведение инди-
видуальных агентов, выполняющих на рынке 
одинаковую функцию. Данный принцип яв-
ляется одним из недостатков динамических 
стохастических моделей общего равновесия 
(DSGE-моделей), в которых он используется, 
так как представляет собой, по сути, методоло-
гический редукционизм, сводящий сложные 
экономические системы к отдельным элемен-
там. Поэтому интересно рассмотреть процесс 
формирования ожиданий на примере моделей 
с гетерогенными агентами. В данной публика-
ции показано, что формирование (самооргани-
зация) ожиданий в подобных моделях может 
ассоциироваться с обучением индивидуальных 
агентов методом проб и ошибок.

Исследование DSGE-моделей с гетероген-
ными агентами вызывает затруднения в связи 
с тем, что кроме идиосинкратических шоков 
(несистемные шоки, связанные с различием 
в индивидуальных доходах экономических 
агентов) агенты испытывают системные агре-
гированные шоки (например, технологиче-
ские). Наличие агрегированных неопреде-
ленностей приводит к зависящей от времени 
функции распределения доходов индивиду-
альных агентов, то есть к переменным состо-
яния бесконечной размерности. Для анализа 
подобных моделей необходима соответствую-
щая аппроксимация функции распределения, 
приводящая к принятию решений экономи-
ческими агентами в условиях ограниченной 
информации.

Следует отметить, что исследованию моде-
лей с гетерогенными агентами при наличии 
агрегированной неопределенности посвящен 
ряд работ [5, 7, 12, 13, 14, 15, 17]. Особенностью 
всех работ является предположение о постоян-
стве нормы временных предпочтений (нормы 
дисконтирования) для всех индивидуальных 
экономических агентов, сглаживающих свое 
потребление. Данное предположение, по мне-
нию автора, является необоснованным для 
агентов с различными индивидуальными до-

ходами 1. Поэтому целью предлагаемой публи-
кации является исследование формирования 
ожиданий в стохастических моделях с гетеро-
генными агентами и анализ влияния эндоген-
ной нормы временных предпочтений на сходи-
мость алгоритма ожиданий.

В публикации исследуется динамическая 
стохастическая модель общего равновесия с 
агрегированным шоком производительности, 
подобная моделям, описываемым в упомяну-
тых выше работах. Она описывает экономику с 
неполными рынками, агрегированной неопре-
деленностью и с бесконечным числом эконо-
мических гетерогенных агентов (домашних хо-
зяйств). Источником гетерогенности являются 
идиосинкратические, частично не страхуемые 
шоки доходов агентов. Агенты могут частично 
страховать сами себя против рисков уменьше-
ния доходов, создавая определенные запасы 
капитала. 

В описываемой модели с эндогенной нор-
мой временных предпочтений индивидуаль-
ные агенты являются составной частью конти-
нуального множества единичной массы (агенту 
присваивается индекс i ∈ [0, 1]). В каждом пе-
риоде времени t агенты решают задачу макси-
мизации ожидаемой дисконтированной суммы 
значений функции полезности U(cit, hit). 

,
0, , , }

, 1

max ( ),
{ t it it it

tc k h
it i t it it

E U c h
∞

=θ
+

θ∑            (1)

, 1 ( , ) ,i t it it it itc h+θ = β θ  0 1,iθ =  0.t ≥           (2)

Бюджетное ограничение этой задачи для 
индивидуальных агентов записывается в виде

, 1

1, ,

( , , )

( , , )(1 ) (1 ) ,
it i t t t t it

t t t i t it it

c k r K h z k

w K h z e h k
++ = +

+ + + -δ          (3)

, 1 0,i tk + ≥                                (4)

где Et — оператор ожиданий, cit — индивиду-
альный уровень потребления агента, kit — запас 
капитала агента на начало периода, hit — затра-
ченное на труд количество часов каждым аген-
том. Для упрощения будем считать в дальней-
шем время, затраченное на труд, одинаковым 
для всех агентов. Кроме того, уровень занято-
сти будем считать равным единице (100 %). 
Фактор субъективных предпочтений θit изме-
няется в соответствии с уравнением (2), где 
эндогенная норма временных предпочтений 
β(c, h) (индексы i, t опущены) удовлетворяет 

1 Постоянство нормы временных предпочтений допустимо 
использовать при нейтральности потребителей к риску, то 
есть при линейной функции полезности.
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соотношениям βc < 0, βh > 0 (βc, βh — произво-
дные функции β(c, h) по переменным c, h) 1. 
Норма прибыли от капиталовложений r(Kt, ht, 
zt) и заработная плата индивидуального агента 
w(Kt, ht, zt) являются функциями от агреги-
рованных значений капитала Kt (на одного 
агента), затрат времени на труд ht (как отме-
чалось выше, ht = hit) и агрегированного техно-
логического шока zt. Различие в трудовых до-
ходах агентов обеспечивается наличием идио-
синкратических шоков 2

1, , 1~ (0, ).i te N σ  Параметр 
δ в бюджетном ограничении (3) является нор-
мой обесценения капитала.

Фирмы действуют в интересах собствен-
ников — агентов на конкурентных рынках. 
Технология фирм описывается производствен-
ной функцией Кобба — Дугласа 1 ,t t t tz K hα -αΥ =  
где α и 1 - α — доли факторов производства в 
общем объеме выпуска. При этом арендная 
стоимость капитала для фирм (норма прибыли 
от капиталовложений для агентов) r(Kt, ht, zt) =  
= αzt(Kt / ht)

α - 1, и стоимость труда w(Kt, ht, zt) = 
= (1 - α)zt(Kt / ht)

α. Агрегированный технологи-
ческий шок zt является экзогенным стохастиче-
ским процессом и изменяется в соответствии с 
авторегрессионным уравнением 

1 2,(1 ) ,t t tz z e-= -ρ +ρ +                   (5)

где ρ — коэффициент сглаживания, 0  <  ρ  <  1, 
2

2, 2~ (0, ).te N σ
Как уже отмечалось выше, для решения 

задачи оптимизации (1)–(4) необходима со-
ответствующая аппроксимация функции рас-
пределения доходов (запасов капитала) инди-
видуальных агентов. В предлагаемой публи-
кации используется подход, предложенный 
Krusell and Smith [14, 15], заключающийся в 
замене динамики функции распределения 
доходов динамикой моментов этой функции. 
Отметим, что этот подход ассоциируется с ал-
горитмом формирования ожиданий путем об-
учения агентов методом проб и ошибок (более 
подробно алгоритм Крусела — Смита рассма-
тривается ниже). В общем случае функция 
распределения характеризуется статистикой 
моментов m = (m1, m2, ..., mI), где I — порядок 
момента. Крусел и Смит [14] показали, что 
игнорирование моментов порядка выше пер-
вого приводит к экстремально малой ошибке. 
Поэтому рассмотрим простейший случай ап-
проксимации динамики функции распределе-
ния запасов капитала индивидуальных аген-
тов динамикой ее первого момента, то есть 

1 При постоянной норме временных предпочтений β(c, h) = 
= β из уравнения (2) следует, что θit = βt.

агрегированного капитала Kt. Таким образом, 
для решения задачи оптимизации к условиям 
(1)–(4) необходимо добавить воспринимаемый 
агентами закон изменения агрегированного 
капитала Kt = f(Kt - 1, zt). Если при адаптивном 
обучении для формирования ожиданий репре-
зентативные агенты прогнозировали значения 
впередсмотрящих переменных [3], то в иссле-
дуемой модели с гетерогенными агентами по-
следние делают предположение о законе дви-
жения агрегированной переменной (капитала). 
Так как этот закон движения одинаков для всех 
индивидуальных агентов, то агенты считаются 
ex post гетерогенными и ex ante идентичными 
(репрезентативными).

Так же, как и при адаптивном обучении [3, 
8, 9, 10, 21], для воспринимаемого агентами за-
кона изменения агрегированного капитала в 
подходе Крусела и Смита используются сокра-
щенные формы линейных функций. Для реше-
ния задачи оптимизации будем использовать 
воспринимаемый закон изменения агрегиро-
ванного капитала в виде [7] 

0 1 ( ),t K t z tK b b K b z z-= + + -              (6)

где z —стационарное (долгосрочное) детерми-
нированное состояние технологического шока 
zt, параметры b0, bK, bz характеризуют убежде-
ния агентов относительно закона изменения 
агрегированного капитала и могут изменяться 
при обучении методом проб и ошибок.

Рассмотрим пошагово алгоритм Круселя — 
Смита [14] применительно к исследуемой мо-
дели. 

1. Задаем начальный вектор параметров 
убеждений агентов b из компонент b0, bK, bz. 
Генерируем временную последовательность 
агрегированного шока zt длиной T. Задаем 
начальные значения запасов капитала kit для 
N индивидуальных агентов. Генерируем для 
каждого агента временную последователь-
ность идиосинкратического шока длиной T.

2. Для заданного вектора параметров b и 
закона изменения агрегированного капитала 
(6) решаем задачу (1)-(6) для индивидуального 
агента.

3. Используя полученные на втором шаге 
поведенческие функции (правила) для индиви-
дуальных агентов, проводим имитационное мо-
делирование с помощью метода Монте-Карло 
индивидуальных запасов капитала kit для сово-
купности N агентов. Агрегируя на каждом пери-
оде симуляции запасы капитала индивидуаль-
ных агентов, получаем временной ряд Kt.

4. С помощью регрессионного анализа для 
переменной Kt, полученной на предыдущем 
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шаге, находим вектор регрессионных параме-
тров b̃, компонентами которого являются пара-
метры b̃0, b̃K, b̃z.

5. Задаем вектор параметров b̃new для следу-
ющей возможной итерации по правилу b̃new =  
= lb̃ + (1 - l)b̃, где l ∈ [0, 1]) — параметр обнов-
ления.

6. Повторяем шаги со второго по пятый до 
тех пор, пока норма вектора разности ̃bnew - b не 
будет превышать заданную величину ошибки. 

Таким образом, рассмотренный алгоритм 
можно ассоциировать с обучением агентов ме-
тодом проб и ошибок, которое можно считать 
одним из механизмов формирования ожида-
ний в моделях с гетерогенными агентами.

Остановимся более подробно на втором 
шаге. Задача оптимизации (1)–(6) решается в 
данной работе методами теории возмущений 
второго порядка [19]. Для абстрагирования от 
ограничения (5) в виде неравенства следует 
заменить это ограничение стандартным добав-
лением в условие максимизации (1) штрафной 
функции [7] вида

, 1 0 , 1 2 , 1( ) exp( ) ,i t i t i tP k k k+ + += -η -η

где η0, η1, η2 — параметры штрафной функции. 
Условие максимизации (1) в этом случае при-
мет вид

, , 1
0, 1, , , }

max ( ) ( ),
{ t it it it i t

tit i t it itc k h
E U c h P k

∞

+
=+ θ
θ +∑

Реализация алгоритма Круселя — Смита 
временных предпочтений осуществля-
лась в п/п Matlab 1. Функция полезности 

1( , ) / (1 )it it itU c h c -σ≡ -σ - 1 / (1 ),ith +ϕ + ϕ  где σ — па-

1 Ввиду специфического формата публикации промежу-
точные выкладки результатов решения задачи оптимиза-
ции методами теории возмущений опущены и могут быть 
представлены автором вместе с программными кодами 
при запросе по электронной почте.

раметр, обратный эластичности межвремен-
ного замещения, ϕ — параметр, обратный 
эластичности предложения труда. Примем, 
что σ = 1 и ϕ = 4 2. Явный вид функции β(cit, hit) 
примем аналогичным предложенным в работе 
[20]: 1( , ) (1 ) ,it it it itc h c h- ω -ψβ = + -ω  где параметры 
ω = 1,455, ψ = 0,11 Параметры штрафной функ-
ции η0 = 0,4, η1 = 0,3, η2 = 0,4 (выбраны из ус-
ловий устойчивости и максимальной скорости 
схождения алгоритма). Другие значения па-
раметров: α = 0,25, δ = 0,025, ρ = 0,95, l = 0,5. 
Начальные значения параметров убеждений 
обучающихся агентов: b0 =1,4, bK = 0,6, bz = 0,95 
(выбраны из условий максимальной скорости 
схождения алгоритма). Число гетерогенных 
агентов, участвующих в накоплении капитала 
N = 1000, длина временного ряда T = 10000. 
Начальные значения запасов капитала для 
всех индивидуальных агентов равны запасам 
капитала в стационарном детерминированном 
(долгосрочном) состоянии.

Результаты реализации алгоритма Круселя 
— Смита для модели с гетерогенными аген-
тами и эндогенной нормой временных пред-
почтений сравнивались с аналогичными ре-
зультатами для подобной модели с постоянной 
(экзогенной) нормой временных предпочте-
ний. В таблицах 1 и 2 приведены результаты 
исследования моделей для ошибки схождения 
алгоритма, равной 0.0001.

При анализе таблицы 1 следует обратить 
внимание прежде всего на гораздо меньшую 
волатильность (определяемую дисперсией) 
всех переменных в модели с эндогенной нор-
мой временных предпочтений. В частности, 
меньшая волатильность потребления озна-
чает, что индивидуальные агенты более эф-
фективно сглаживают свое потребление в мо-

2 Эти значения параметров наиболее часто используются 
при калибровке DSGE моделей [6, 11, 16, 18].

Таблица 1
Результаты исследования моделей с гетерогенными агентами

П
ер

ем
ен

на
я Модель с постоянной нормой дисконтирования Модель с эндогенной нормой дисконтирования

Значение 
переменной в 
стационарном 

состоянии С
ре

дн
ее

 
зн

ач
ен

ие

С
та

нд
. 

от
кл

.

Дисперсия

Значение 
переменной в 
стационарном 

состоянии С
ре

дн
ее

 
зн

ач
ен

ие

С
та

нд
. 

от
кл

.

Дисперсия

k 13,3108 13,341 0,8059 0,6495 5,25588 5,2643 0,2065 0,0426
K 13,264 13,264 0,3735 0,1395 8 8,000 0,1748 0,0305
c 1,514 1,5173 0,0470 0,0022 1,34554 1,3448 0,0368 0,0014
r 0,0347774 0,0347 0,0021 0,0000 0,0357993 0,0358 0,0005 0,0000
w 1,44747 1,4498 0,0483 0,0023 1,43356 1,4337 0,0401 0,0016
h 0,956054 0,9535 0,0733 0,0054 0,899003 0,8991 0,0128 0,0002
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дели с эндогенной нормой временных предпо-
чтений по сравнению с моделью с постоянной 
нормой дисконтирования. Следует отметить, 
что одним из недостатков современных DSGE-
моделей является, в частности, несоответствие 
между фактической и получаемой при модели-
ровании волатильностью потребления домаш-
них хозяйств. Значение последней намного 
превышает фактическую волатильность потре-
бления. Для устранения этого несоответствия 
в уравнения DSGE-моделей вводят не совсем 
реалистичную предпосылку о формирова-
нии у агентов привычек в потреблении (habit 
formation). Агенты стараются поддерживать 
одинаковый уровень потребления при изменя-
ющемся доходе в силу своих привычек и сгла-
живают свое потребление. Введение в модель 
эндогенной нормы временных предпочтений 
для сглаживания потребления является, по 
мнению автора, более реалистичной предпо-
сылкой, чем предпосылка о формировании 
привычек в потреблении. Следствием меньшей 
волатильности потребления агентов в исследу-
емой модели являются меньшие средние зна-
чения запасов капитала индивидуальных аген-
тов и агрегированного капитала по сравнению 
с соответствующими значениями в модели с 
постоянной нормой временных предпочтений.

В таблице 2 приведены результаты деком-
позиции дисперсии эндогенных переменных, 
то есть доля дисперсии этих переменных, ко-
торая вызывается идиосинкратическим шоком 
e1 и агрегированным шоком e2. Интересно от-
метить, что технологический шок оказывает 
меньшее влияние на индивидуальные запасы 
капитала и потребление в модели с эндогенной 
нормой дисконтирования по сравнению с мо-
делью с постоянной нормой временных пред-
почтений. Гораздо большее влияние на вола-
тильность этих переменных в моделях с эндо-

генным фактором дисконтирования оказывает 
идиосинкратический шок, что является более 
реалистичным результатом. В большей мере 
данный результат характерен для потребления 
индивидуальных агентов. 

Таблица 2
Декомпозиция дисперсий в моделях с гетероген-

ными агентами

П
ер

е-
ме

нн
ая

Модель с постоян-
ной нормой дискон-

тирования

Модель с эндоген-
ной нормой дис-

контирования
e1 e2 e1 e2

k 80,19 19,81 91,86 8,14
K 0 100 0 100
c 35,42 64,58 60,66 39,34
r 89,93 10,07 37,26 62,74
w 32,79 67,21 0,87 99,13
h 99,49 0,51 53,78 46,22
z 0 100 0 100

а

б

в
Рис. Зависимость коэффициентов убеждений 
обучающихся агентов от числа итераций b0 

(а), bK (б), bz (в) для моделей с эндогенной нормой 
временных предпочтений (толстая линия) и 

постоянной нормой временных предпочтений 
β = 0,99 (тонкая линия). Ошибка схождения 

алгоритма равна 0,0001
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аналогичную скорость для модели с постоян-
ной нормой временных предпочтений. 

Более существенное влияние на скорость 
схождения коэффициентов убеждений оказы-
вают параметры функции эндогенной нормы 
временных предпочтений β(c, h). В таблице 3 
приведена зависимость скорости схождения 
коэффициентов убеждений для двух типов мо-
делей при различных значениях параметров 
этой функции из области устойчивости реше-
ний уравнений модели (наличию единствен-
ного равновесного состояния) [1, 4]. 

Следует отметить, что в таблице 3 скорость 
схождения коэффициентов убеждений изме-
ряется по значению временного периода, по 
истечении которого коэффициенты прини-
мают постоянное значение. Кроме того, отме-
тим, что как и в предыдущих случаях, скорость 
схождения коэффициентов убеждений для мо-
дели с эндогенной нормой временных предпо-
чтений превышает аналогичную скорость для 
модели с постоянной нормой временных пред-
почтений. 

Наибольшее влияние на скорость схожде-
ния коэффициентов убеждений в обоих типах 
моделей оказывает степень агрегированной 
неопределенности, измеряемая дисперсией 
технологического шока 2

2σ  (табл. 4). Но и в этом 
случае скорость схождения коэффициентов 
убеждений для модели с эндогенной нормой 
временных предпочтений превышает анало-
гичную скорость для модели с постоянной нор-
мой временных предпочтений. 

Таким образом, в соответствии с целями пу-
бликации, исследовано влияние эндогенной 
нормы временных предпочтений на динамику 
стохастических моделей с гетерогенными аген-
тами. При этом анализе применялся алгоритм 
формирования ожиданий, ассоциируемый с 

Таблица 3
Влияние значений параметров функции эндоген-
ной нормы временных предпочтений на скорость 

схождения коэффициентов убеждений

Модель с эндогенной нормой 
дисконтирования

Модель с посто-
янной нормой 
дисконтирова-
ния (β = 0,99) 

ω ψ
Скорость схожде-

ния коэфф., t
Скорость схожде-

ния коэфф., t
b0 bK bz b0 bK bz

0,09 1,15 25 20 20 50 45 45
0,11 1,45 25 25 25 50 55 45
0,13 1,75 30 30 30 60 65 50
0,15 1,95 35 40 35 65 70 60
0,17 2,15 40 44 38 68 73 63
0,19 2,25 44 48 42 72 77 65

Как отмечалось выше, алгоритм моделиро-
вания Круселя — Смита можно ассоциировать с 
формированием ожиданий на основе обучения 
индивидуальных агентов методом проб и оши-
бок. Поэтому интересно сравнить сходимость 
этого алгоритма для моделей с эндогенной и 
постоянной нормой временных предпочтений. 
Результаты сравнения представлены на ри-
сунке.

Из анализа графиков следует, что скорость 
схождения коэффициентов убеждений обу-
чающихся агентов к целевым значениям для 
модели с эндогенной нормой временных пред-
почтений намного превышает аналогичную 
скорость для модели с постоянной нормой 
временных предпочтений. Таким образом, на-
личие обратной связи для нормы временных 
предпочтений ускоряет формирование ожида-
ний обучающихся агентов.

Для подтверждения вышесказанного вы-
вода исследовалась скорость схождения коэф-
фициентов убеждений обучающихся агентов 
к целевым значениям при изменении пара-
метров моделей с эндогенной и постоянной 
нормой временных предпочтений. Анализ 
чувствительности показал, что скорость схож-
дения коэффициентов убеждений не зависит 
от значений параметра ϕ (параметр, обратный 
эластичности предложения труда), слабо за-
висит от значений параметра σ (параметр, об-
ратный эластичности межвременного замеще-
ния) и дисперсии идиосинкратического шока 

2
1 .σ  При этом, как и в рассмотренном выше 

примере, скорость схождения коэффициентов 
убеждений для модели с эндогенной нормой 
временных предпочтений намного превышает 

Таблица 4
Влияние значений дисперсии технологического 
шока σ2

2 на скорость схождения коэффициентов 
убеждений

Модель с эндогенной нор-
мой дисконтирования

Модель с постоян-
ной нормой дискон-
тирования (β = 0,99) 

σ2
2

Скорость схожде-
ния коэфф., t

Скорость схожде-
ния коэфф., t

b0 bK bz b0 bK bz

0,007 25 20 20 50 45 45
0,01 35 45 45 80 85 90
0,03 50 60 60 108 104 110
0,05 70 70 75 148 140 143
0,1 90 85 88 185 175 186
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обучением агентов методом проб и ошибок. 
Показано, что в моделях с эндогенной нормой 
временных предпочтений скорость схожде-
ния этого алгоритма значительно превышает 
скорость схождения алгоритма в моделях с 
постоянной нормой временных предпочте-

ний. Кроме того, наличие обратной связи для 
нормы временных предпочтений приводит к 
снижению волатильности исследуемых пере-
менных. Полученные результаты могут пред-
ставлять интерес при анализе крупномасштаб-
ных DSGE-моделей.
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