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Математические модели в экономике

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ОТКРЫТИЯ В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЭКОНОМИКЕ 
ОТЕЧЕСТВЕННЫХ УЧЕНЫХ В XX ВЕКЕ

Х. Н. Гизатуллин

В статье излагается процесс возникновения нового направления исследований по экономической 
теории, возникшее в условиях бурного развития научно-технического прогресса в человеческой дея-
тельности, а также использования его в современных условиях.

Введение

В XX в. совершен ряд открытий на стыке ма-
тематики и экономики. Два открытия связаны 
с именами отечественных ученых — В. В. Леон-
тьева и Л. В. Канторовича. Оба ученых удосто-
ены Нобелевской премии. Первый из них про-
фессиональный экономист, получивший эко-
номическое образование в советской России и 
впоследствии иммигрировавший в США, вто-
рой — профессор математики Санкт-Петер-
бургского университета, специалист по функ-
циональному анализу.

В. Леонтьеву принадлежит разработка и 
апробация модели межотраслевых взаимодей-
ствий. Эта модель использовалась во многих 
странах, в частности, крупные исследования 
структуры экономики СССР связаны с исполь-
зованием этой модели. Открытие было сде-
лано в 30-х гг. XX в. В настоящее время модель 
В. Леонтьева получила дальнейшее развитие 
и активно используется во всем мире. Как из-
вестно, научные достижения не имеют нацио-
нальных границ.

Л. Канторович совершил открытие также в 
30-х гг. в результате анализа производствен-
ных процессов при выработке рекомендаций 
по эффективному использованию производ-
ственных ресурсов.

Разработанная Л. В. Канторовичем модель 
оптимального использования ресурсов долгое 
время широко не применялась в СССР по идео-
логическим причинам.

В 1966 г. выдающиеся ученые-экономи-
сты В. Немчинов, В. Новожилов и математик 
Л. Канторович были удостоены Ленинской 
премии.

Академик Л. В. Канторович (СССР) и профес-
сор Т. Купманс (США) удостоены Нобелевской 
премии в 1974 г. Т. Купманс в основном зани-
мался транспортными, а Л. Канторович — про-
изводственными моделями.

Выходцами из бывшего Советского Союза 
являются также Саймон Кузнец (нобелевский 
лауреат по экономике 1971 г.) и Леонид Гурвиц 
(нобелевский лауреат по экономике 2007 г.).

Данная статья фактически является крат-
ким введением в новую область исследования 
операций в экономической науке.

Нобелевские премии присуждаются еже-
годно по физике, химии, физиологии и меди-
цине, экономике, литературе, а также присуж-
даются премии мира. Премия имени Нобеля 
по экономике присуждается с 1969 г. (осталь-
ные премии — с 1901 г.). К настоящему времени 
64 ученых-экономиста удостоены Нобелевской 
премии, многие из них по образованию мате-
матики. В какой-то мере это обстоятельство 
является компенсацией того, что Нобелевские 
премии по математике не присуждаются. 
Развитие применения математических мето-
дов в экономике способствовало развитию и 
самой математики. Ряд новых разделов мате-
матики возник именно на подобной основе.

Двадцатый век смело можно назвать пе-
риодом ускоренного развития общества. 
Появление и развитие информационных тех-
нологий способствовало интенсивному обога-
щению всех отраслей человеческих знаний. В 
частности, произошло бурное развитие эконо-
мической науки. Достижения экономической 
мысли в прошедшем веке огромны. Активно 
используя математический аппарат, экономи-
ческая наука добилась невиданной ранее стро-
гости. На смену умозрительным допущениям, 
на основе которых формулировались основные 
положения экономической теории в XVIII и 
XIX вв., пришли налаженная индустрия сбора 
и обработки экономической статистики с ис-
пользованием высокопроизводительной вы-
числительной техники, математические мо-
дели. Это привело к уточнению многих поло-
жений экономической науки, сформулирован-
ных ранее, и разработке принципиально новых 
подходов.

Одной из основ развития экономиче-
ской науки стала экономическая статистика. 
Создана мощная индустрия фиксации и обра-
ботки огромных массивов данных, отражаю-
щих информацию по развитию народного хо-
зяйства, отдельных отраслей и предприятий. 
Упрощенные допущения, удобные для ана-
лиза, заменили строгие формулировки с со-
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ответствующими математическими доказа-
тельствами. Экономическая статистика допол-
нялась результатами опросов общественного 
мнения, что существенно приблизило эконо-
мическую науку к потребностям человечества.

Надо признать, что развитие экономи-
ко-математических методов в основном шло 
на Западе (в значительной мере для совер-
шенствования экономической модели США). 
Анализ списка лауреатов Нобелевской пре-
мии показывает, что авторами открытий в ос-
новном являются граждане США и Западной 
Европы, тесно связанные с американскими ис-
следованиями. Разумеется, в США и Западной 
Европе представлены очень разные течения в 
экономической науке, зачастую противореча-
щие друг другу (например, монетаризм и кейн-
сианство).

Многие открытия отечественных экономи-
стов также вошли в золотой фонд экономиче-
ской науки. Ни один учебник по математиче-
ской экономике не обходится без изложения 
теоремы Слуцкого, широко известны циклы 
Кондратьева, примеры можно продолжить. В то 
же время, работы многих отечественных иссле-
дователей (М. И. Туган-Барановского, А. В. Чая- 
нова [7, 8] и др.) малоизвестны на Западе. 
Впрочем, в годы тоталитаризма труды репрес-
сированных Н. Д. Кондратьева, А. В. Чаянова 
и др. не были известны и в СССР. Следует от-
метить, что никто из перечисленных отече-
ственных исследователей не мог получить 
Нобелевскую премию по объективным при-
чинам: премии по экономике присуждаются с 
1969 г., к этому времени никого из них не было в 
живых, а посмертно премии не присуждаются. 
По той же причине не стали нобелевскими ла-
уреатами такие выдающиеся западные иссле-
дователи XX в., как И. Фишер, Дж. Фон Нейман, 
Дж. Кейнс.

Достижения лауреатов Нобелевской пре-
мии в развитии экономико-математических 
методов неоспоримы. Двое нобелевских ла-
уреатов — уроженцы России В. Леонтьев и 
Л. Канторович — являются создателями специ-
ального математического аппарата для госу-
дарственного регулирования экономических 
процессов.

Открытия В. Леонтьева и Л. Канторовича 
были вызваны потребностями человеческой 
деятельности. Этим двум открытиям предше-
ствовали два крупных события мирового зна-
чения

В 1917 г. в России произошла социалисти-
ческая революция, в результате которой прак-
тически все хозяйственные объекты (заводы, 

крестьянские хозяйства) перешли в собствен-
ность государства. Это означало необходи-
мость создания новой системы управления 
развитием народного хозяйства страны из 
единого центра. Рыночная система регулиро-
вания межотраслевых связей прекратила су-
ществование.

Впервые в истории человечества по зада-
нию правительства во главе с В. И. Лениным 
начались работы по разработке межотрасле-
вого баланса России на 1923–1924 гг. с выделе-
нием финансового блока. Таким образом, иде-
ология составления межотраслевого баланса 
возникла из потребности управления народ-
ным хозяйством в условиях нового обществен-
но-политического устройства страны.

Второе событие — это мировой финансовый 
кризис 1929–1933 гг. (в США он именовался 
Великой депрессией).

В 1925 г. после окончания Ленинградского 
университета В. Леонтьев выехал в Германию, 
год работал в Китае, в 1931 г. переехал в США.

Творческая группа исследователей во 
главе с В. Леонтьевым, состоящая из 6 чело-
век (математиков и экономистов), опублико-
вала в 1936 г. работу под названием «Модель 
межотраслевого баланса», математическая 
формулировка которой достаточно проста: 
АХ + Y = X, где А = (аij)n×n — квадратная матрица 
коэффициентов прямых затрат продукции i-й 
отрасли на единицу продукции j-й отрасли, Y 
— вектор конечного потребления (продукта), 
каждая компонента которого yi — величина ко-
нечного продукта i-й отрасли, X — вектор ва-
лового продукта. В этих обозначениях вектор 
конечного продукта Y задается экзогенно, а 
вектор валового продукта X определяется сле-
дующим образом: X = (Е - А)-1Y, где Е — еди-
ничная матрица, элементы обратной матрицы 
(Е - А)-1 = В = (bij)n×n являются коэффициентами 
полных затрат. В. Леонтьев осуществил прак-
тическое применение своей модели для ана-
лиза сбалансированности американской эко-
номики [5]. В поздних публикациях В. Леонтьев 
достаточно уверенно (особенно после полу-
чения Нобелевской премии) утверждал, что 
прошедшая американская депрессия в 1929–
1932 гг. больше не повторится. Однако вели-
чайший экономист XX в. не смог предсказать 
финансовый кризис: при его жизни не было 
финансовых пирамид, ВТО (Всемирной торго-
вой организации), ипотечного кредитования, 
когда многие субъекты рынка не возвращают 
банковские кредиты. Впрочем, подобный про-
гноз после выхода из Великой депрессии делал 
и Дж. Кейнс. Великие тоже ошибаются!
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Математические модели в экономике

Модель В. Леонтьева широко использова-
лась в 1960–1970 гг. на различных уровнях пла-
нирования в СССР, союзных республиках и не-
которых автономных образованиях в основ-
ном учеными АН СССР.

С развитием промышленности и сель-
ского хозяйства потребляется все больше при-
родных ресурсов (полезные ископаемые, в 
том числе руды черных и цветных металлов 
и т. д.), для рационального использования ко-
торых необходимо было решать задачи эко-
номико-математического моделирования. 
Например, рационализация схем перевозок 
исходного сырья, промышленной и сельско-
хозяйственной продукции в масштабах на-
шей огромной территории приводит к круп-
ной экономии средств. Возникли проблемы 
в планировании производства промышлен-
ной продукции, связанные с использованием 
множества различных взаимозаменяемых ре-
сурсов. Так, в производстве мебели, где ис-
пользуются одни и те же исходные материалы 
при изменяющемся ассортименте конечного 
продукта, получались различные отходы при 
раскрое материалов.

В конце 30-х гг. XX в. руководство Ленин- 
градской мебельной фабрики обратилось к 
молодому профессору-математику Ленин-
градского госуниверситета Л. Канторовичу. В 
результате был выделен новый класс экстре-
мальных задач (задачи линейного программи-
рования), не решаемых стандартными мето-
дами математического анализа. Л. Канторович 
разработал специальный алгоритм решения 
этого класса задач. Результаты были опублико-
ваны в небольшой брошюре «Математические 
методы организации и планирования про-
изводства», опубликованной в 1939 г. Но в то 
время власти запретили использование идей 
Л. Канторовича, и он продолжил исследо-
вания в области функционального анализа. 
После смерти И. В. Сталина он возвращается 
к этой проблематике, в 1959 г. выходит в свет 
его книга «Экономический расчет наилучшего 
использования ресурсов» [6]. Метод решения 
задач линейного программирования, пред-
ложенный Л. Канторовичем, был обобщен и 
строго обоснован Дж. Данцигом [4].

Модель Л. Канторовича в матричном виде 
записывается очень просто:

max{L(X) = (C, X): AX ≤ B, X ≥ 0},

где С — вектор цен на выпускаемые виды про-
дукции, X — вектор выпуска продукции, А — 
матрица удельных затрат ресурсов в производ-
ственном процессе, В — вектор ограничений на 

использование ресурсов, Т — знак транспони-
рования матрицы [1].

Модель оптимального использования ре-
сурсов широко используется в условиях рыноч-
ной экономики, развиваются различные моди-
фикации, учитывающие специфику различных 
отраслей.

При использовании модели Л. Канторовича 
принципиальное значение имеет формиро-
вание ограничивающих условий, то есть надо 
знать перечень ресурсов и верхние границы 
возможного их использования, например, фи-
нансовый ресурс. При командной экономике 
он не имел принципиального значения, а при 
либерально-рыночной экономике финансо-
вый ресурс жестко ограничен. В этой связи сле-
дует отметить, что началом нынешнего глубо-
кого финансового кризиса явилось либераль-
ное ипотечное кредитование в США. Поскольку 
США является гигантским потребителем миро-
вой промышленной продукции, это привело к 
неплатежеспособности финансовой системы 
не только США, но и всего мира. Конечный 
результат таков: прекращение производства 
важнейших видов промышленной продукции 
(черных металлов, продукции машинострое-
ния, в том числе автомобилей, топливных ре-
сурсов и т. д.), остановились крупные заводы, 
налицо массовая безработица. Сказанное оз-
начает, что финансовый ресурс является мощ-
ным регулятором. Отсюда следует вывод: если 
у предприятия имеются собственные оборот-
ные средства (то есть заработанные), то оно пе-
ренесет нынешний финансовый кризис менее 
болезненно, нежели ориентированное в своей 
деятельности на внешние финансовые влива-
ния.

1. Классическая модель Л. Канторовича 
оптимального использования ресурсов
Как указывалось выше, само возникно-

вение и развитие линейного программиро-
вания, основой которого является модель 
Л. Канторовича, непосредственно связано с 
экономической проблематикой. Термин «ли-
нейное программирование» появился в 1951 г. 
в работах американских ученых Дж. Данцига и 
Т. Купманса. Слово «программирование» объ-
ясняется тем, что набор переменных, подле-
жащих нахождению, обычно определяет про-
грамму (план) работы некоторой экономи-
ческой системы. Первые исследования по 
линейному программированию (задачи оп-
тимального использования производствен-
ных ресурсов, критерий оптимальности, гео-
метрическая интерпретация, методы нахож-
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дения оптимального решения, экономическая 
интерпретация результатов) были проведены 
в 30-х гг. XX в. в Ленинградском университете 
Л. В. Канторовичем. Толчком к открытию ЛП 
(линейного программирования) является ма-
тематический анализ рационального раскроя 
материалов при подготовке заготовок (в част-
ности, в мебельной промышленности).

Современная формулировка задачи ЛП та-
кова (задача 1): найти вектор X = (x1, x2, ..., xn), 
удовлетворяющий ограничениям

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

........................................,
...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + ≤
 + + + ≤


 + + + ≤

и максимизирующий линейную целевую функ-
цию

( ) 1 1 2 2 ... .n nL X c x c x c x= + + +

В компактной форме задача ЛП записыва-
ется так:

max{L(X) = (C, X): AX ≤ B, X ≥ 0},

где (С, X) — скалярное произведение векто-

ров 

1

2

...

n

c
c

C

c

 
 
 =  
  
 

 и 

1

2 ,
...

n

x
x

X

x

 
 
 =  
  
 

; 

1

2 ,
... ij

m

b
b

B A a

b

 
 
 = = 
  
 

 — 

матрица, составленная из коэффициентов си-
стемы ограничений. Неравенство для матриц 
означает, что это неравенство справедливо для 
всех пар соответствующих элементов матриц, 
неотрицательность матрицы — неотрицатель-
ность всех ее элементов.

Экономически задача 1 интерпретируется 
следующим образом. Пусть предприятие может 
производить n видов продукции. Производство 
каждого вида продукции требует затрат мате-
риалов, производственных мощностей, трудо-
вых ресурсов, в том числе финансовых ресур-
сов (всего ресурсов m), причем i-м ресурсом 
предприятие располагает в количестве bi(i = 1, 
2, ..., m). Если xj — объем производства j-го про-
дукта, aij — затраты i-го ресурса на производ-
ство единицы j-го продукта, то ограничения в 
задаче 1 отражают невозможность планирова-
ния производства таким образом, чтобы како-
го-нибудь ресурса не хватило. Любой набор пе-
ременных (вектор X), удовлетворяющих огра-
ничениям задачи (1), называется допустимым 
решением. Ресурсами на производство про-

дукции, соответствующими любому допусти-
мому решению, предприятие располагает, но, 
естественно, желает производить продукцию 
в таких объемах, которые дают максимальный 
доход. Если cj — доход предприятия от реали-
зации единицы j-го продукта, то общий доход 
предприятия равен L(X) = с1х1 + с2х2 + ... + сnхn. 
Тем самым, следует искать такое допустимое 
решение, для которого значение L(X) макси-
мально. Таким образом, мы приходим к задаче 
1. Допустимое решение, максимизирующее 
целевую функцию, называется оптимальным. 
Оптимальный вектор задачи 1 будем обозна-
чать X = (x1, x2, ..., xn). В данном примере эле-
менты матриц А, В, С неотрицательные, в об-
щем случае это условие может не выполняться.

Разумеется, сформулированная задача ли-
нейного программирования (линейная, по-
скольку все ограничения являются линейными 
неравенствами от искомых величин хj, и ли-
нейной является целевая функция) опирается 
на ряд предположений, которые являются иде-
ализацией реальных экономических условий. 
Например, мы считаем, что если предприятию 
дать вдвое больше ресурсов, то оно сможет про-
извести и вдвое больше продукции, хотя есть 
естественные ограничения производственного 
характера. Далее, в этой модели игнорируется 
рыночный механизм ценообразования: если 
предприятие произведет продукции в 10 раз 
больше, то сомнительно, что оно сможет ре-
ализовать продукцию по той же цене. Тем не 
менее, в некоторых разумных рамках задачи 
ЛП полезны, по крайней мере, как ориентир.

Отметим неприятности, которые подстере-
гают исследователя при решении задачи ЛП:

1.	Множество допустимых решений пу-
стое, то есть совокупность ограничений несо-
вместна.

2.	Множество допустимых решений непу-
стое, но целевая функция на нем неограни-
ченна. Задача, которая обладает одним из этих 
свойств, является неразрешимой. Если задача 
разрешимая, то можно доказать, что решение 
задачи (оптимальный вектор) существует.

3.	Задача имеет неединственное решение (в 
этом случае решений бесконечно много).

Первые две ситуации говорят о том, что за-
дача плохо сформулирована, если она описы-
вает реальную ситуацию. В третьем случае для 
выбора решения следует привлекать дополни-
тельные соображения.

Основная заслуга Л. Канторовича заключа-
ется в том, что он наряду с задачей 1 построил 
на тех же исходных данных другую задачу, так 
называемую двойственную. Оказалось, что на 
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основе совместного рассмотрения обеих задач 
можно построить эффективные алгоритмы их 
решения. Ситуация парадоксальная: пару за-
дач легче решать, чем каждую из них! Следует 
отметить, что формулировка двойственной за-
дачи возникла как аналог некоторых конструк-
ций, используемых в функциональном ана-
лизе.

Двойственная задача к задаче 1 (задача 1*) 
записывается следующим образом.

Найти вектор Y = (y1, y2, ..., ym), компоненты 
которого удовлетворяют условиям уi ≥ 0, i = 1, 
2, ..., m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

.......................................,
...

m n

m n

n n mn n m

a y a y a y c
a y a y a y c

a y a y a y c

+ + + ≥
 + + + ≥


 + + + ≥

и минимизирующий линейную функцию

L*Y = b1y1 + b2y2 + ... + bmym.

В компактной форме задача 2 имеет вид:

min{L*(Y) = (B, Y): ATY ≥ C, Y ≥ 0},

где AT — транспонированная матрица, все обо-
значения из задачи 1.

Двойственной задаче можно дать простую 
экономическую интерпретацию. Допустим, 
что предприятие продает свои ресурсы неко-
торой компании. Цены ресурсов неизвестны, 
их предстоит назначить. Пусть цена единицы 
i-го ресурса составит уi , естественно, уi ≥ 0. 
Продавец не может допустить нарушения не-
равенств вида a1i y1 + a2i y2 + ... + ami ym ≥ ci при 
i = 1, 2, ..., n, поскольку в этом случае продавать 
ресурсы невыгодно. Покупатель эти соображе-
ния принимает, но при этом желает приобре-
сти ресурсы как можно дешевле. Но общая сто-
имость ресурсов составляет L*Y = b1y1 +  b2y2 + 
+ ... + bmym.

Тем самым, компоненты решения задачи 
1*, то есть оптимального вектора Y = (y1, y2, 
..., ym), можно интерпретировать экономиче-
ски как цены (сравнительную эффективность 
использования) производственных ресурсов. 
Величины y1, y2, ..., ym часто называют двой-
ственными оценками ресурсов, теневыми це-
нами ресурсов, множителями Лагранжа (про-
исхождение этого термина кроется в теории 
условного экстремума), объективно обуслов-
ленными оценками ресурсов.

Задачу 1* простыми преобразованиями (см. 
далее) можно привести к форме задачи 1, то 
есть ограничения снизу заменить на ограни-
чения сверху, а задачу минимизации — на за-

дачу максимизации. Тогда задача, двойствен-
ная к задаче 1*, совпадет с задачей 1. Поэтому 
можно говорить о паре взаимно двойственных 
задач. Решения задач 1 и 1* тесно взаимосвя-
заны. Приведем формулировки теорем, под-
тверждающих их взаимосвязи. 

Теорема 1 (теорема двойственности)
Если задачи 1 и 1* (пара двойственных за-

дач) имеют допустимые решения, то обе они 
имеют и оптимальные решения, причем

1 1

max min .
n m

jj i i
j i

c x b y
= =

=∑ ∑

При этом, если неразрешима одна из пары 
двойственных задач, то неразрешима и вторая.

Теорема 2 (признак оптимальности)
Для того чтобы допустимое решение Х = (х1, 

х2, ..., хn) задачи 1 было оптимальным, необхо-
димо и достаточно, чтобы нашлось такое допу-
стимое решение Y = (y1, у2, ..., уm) задачи 1 *, для 
которого 

1 1

.
n m

j j i i
j i

c x b y
= =

=∑ ∑

При этом из неравенства xj > 0 следует равен-

ство 
1

,
m

ij i j
i

a y c
=

=∑  а из неравенства 
1

m

ij i j
i

a y c
=

>∑  — 

равенство xj = 0. Аналогично, из неравенства 

yi > 0 следует равенство 
1

,
n

ij i i
j

a x b
=

=∑  а из нера-

венства 
1

n

ij i i
j

a x b
=

<∑  — равенство yi = 0.

Последние утверждения равносильны сле-
дующим равенствам:

( )
1

0 1,2,..., ,
m

j ij i j
i

x a y c j n
=

 
- = = 

 
∑

( )
1

0 1,2,..., .
n

jj ij i
j

y a x b i m
=

 
- = = 

 
∑

Эти условия называются условиями допол-
няющей нежесткости. 

Приведем экономическую интерпретацию 
сформулированных теорем.

1.	L(x) = L*(y). Это равенство означает, что 
общая полезность выпускаемой продукции 
равна общей оценке используемых ресурсов, 
если производство ведется в оптимальном ре-
жиме.

2.	Если в оптимальном режиме производ-

ства yi > 0, то 
1

,
n

ij j i
j

a x b
=

=∑  то есть если оценка 

ресурсов положительна, то этот ресурс в произ-
водстве используется полностью. Такой ресурс 
является дефицитным.
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3.	Если в оптимальном режиме производ-

ства xj > 0, то 
1

,
m

ij i j
i

a y c
=

=∑  то есть если произ-

водить какой-нибудь вид продукции выгодно 
(рентабельно), то общая оценка используемых 
ресурсов на единицу продукции равна цене 
единицы этой продукции.

4.	Если в оптимальном режиме производ-
ства 

1

,
n

ij j i
j

a x b
=

<∑  то yi = 0, то есть если ресурс не 

используется полностью, то его оценка (цена) 
равна нулю. Такой ресурс в избытке, он не де-
фицитный.

5.	Если в оптимальном режиме производ-

ства 
1

,
m

ij i j
i

a y c
=

>∑  то xj = 0, то есть если суммар-

ная оценка ресурсов на единицу продукции 
превосходит ее полезность, то эту продукцию 
производить не следует.

Из смысла задачи 1 видно, что значение це-
левой функции L( x ) (общей полезности) зави-
сит от величин выделенных дефицитных ре-
сурсов. Отсюда следует, что увеличение дефи-
цитных ресурсов ведет к увеличению значения 
целевой функции (то есть к росту качества си-
стемы), а уменьшение их — к снижению каче-
ства (общей полезности). Это говорит о целесо-
образности исследования зависимости эффек-
тивности производства, то есть оптимального 
значения целевой функции, от параметров мо-
дели b1, b2, ..., bm, то есть исследовать функцию 
L(X) = L(X) = M(b1, b2, ..., bm).

Имеет место следующий факт: функция M(b1, 
b2, .... bm) является неубывающей по каждой пе-
ременной, причем частные производные 

1

M
b

∂
∂

 

равны yi при (j = 1, 2, ..., m). По формуле Тейлора 

( )
1 1

m m

ii i
i ii

M
L X M b y b

b= =

∂
Δ = Δ ≈ Δ = Δ

∂∑ ∑  при малых 

приращениях ∆bi, то есть при малых измене-
ниях ресурсов общая полезность производства 

в оптимальном режиме ( ) ( )
1

,
m

i i
i

L X L X y b
=

≈ + Δ∑  

где X~  — решение задачи 1 при величине ресур-
сов b~ i = bi + ∆bi (i = 1, ..., m).

В частности, если ∆bi < 0 (i  = 1, ..., m), то об-
щая прибыль падает (качество системы снижа-
ется). Этот вывод понятен: при уменьшении 
всех ресурсов прибыль вырасти не может.

Компоненты оптимального вектора двой-
ственной задачи естественно интерпретиро-
вать как меру дефицитности ресурсов: чем 
компонента больше, тем ресурс дефицитнее, 
в частности, недефицитный ресурс имеет ну-
левую оценку. Рост общей полезности при до-

бавлении единицы ресурса, как следует из пре-
дыдущего, равен так определенной мере дефи-
цитности. Если ранжировать ресурсы по сте-
пени дефицитности, то есть по величине y1, y2, 
..., ym, то получим рейтинг качества ресурсов.

Если известны прогнозные показатели объ-
емов поступления ресурсов, то есть если про-
гнозируются закономерности изменения ре-
сурсов во времени (например, но линейному 
закону 0 ,0i i ib b b t t= + Δ ≤ < ∞), то можно просле-
дить эволюцию системы, используя при этом 
аппарат так называемого параметрического 
программирования.

Практически важным является анализ 
устойчивости оптимального решения обеих за-
дач при изменениях технологических коэффи-
циентов (т. е. элементов матрицы A = (aij)n×m).

Пусть L(X) = N(A) = N(a11, ..., aij, ..., amn).
Имеет место следующий факт. Если задачи 

1 и 2 имеют единственные оптимальные реше-

ния X = (x1, ..., xn) и Y = (y1, ..., ym), то 
( )

ji
ij

N A
y x

a
∂

=
∂

, 

то есть степень влияния технологических ко-
эффициентов на общую прибыль определя-
ется через компоненты решений обеих задач. 
Изменения коэффициентов матрицы А проис-
ходят в результате инноваций в соответствую-
щей отрасли.

Ранее нигде не говорилось о том, что 
именно производится и в каких единицах из-
меряется продукция. При постановке задачи 
1 предполагалось, что производство каждого 
вида продукции может быть выражено любым 
неотрицательным числом (это могут быть ки-
лограммы, литры и т. д.). Например, предприя-
тие может произвести 150,25 кг некоторого хи-
мического соединения. Если продукция пред-
приятия выпускается в штуках (например, 
станки, журналы и т. п.), то задачу надо моди-
фицировать. Возникает задача целочислен-
ного линейного программирования (ЦЛП, за-
дача 2): найти вектор X = (x1, ..., xn), удовлетво-
ряющий ограничениям 

xj > 0, j = 1, 2, ..., n, числа xj целые.

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

........................................,
...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x c

a y a x a x b

+ + + ≤
 + + + ≤


 + + + ≥

и максимизирующий линейную целевую функ-
цию

L(X) = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn.
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Условие целочисленности может быть нало-
жено на часть переменных. Алгоритмы реше-
ния задач ЦЛП сложнее. При дополнительном 
условии целочисленности, естественно, мак-
симальное значение целевой функции не уве-
личивается (целочисленные допустимые ре-
шения являются допустимыми и для задачи 
1). Решая задачу 1, можно получить верхнюю 
оценку оптимума целевой функции в задаче 2, 
Для задачи 2 связь с двойственной задачей не 
является столь сильной, тем не менее, компо-
ненты оптимального вектора в двойственной 
задаче используются как объективно обуслов-
ленные оценки ресурсов. Этот подход также 
восходит к Л. Канторовичу.

В заключение отметим, что рассмотрен-
ная модель Л. Канторовича изучена доста-
точно полно и получила широкое применение 
во многих отраслях знаний. Этому способство-
вало развитие компьютерных технологий.

2. Формы задач линейного 
программирования. Построение 

двойственных задач
Задачу ЛП можно представить в различных 

формах. Форма, в которой задача была пред-
ставлена в предыдущем пункте, называется 
симметричной, поскольку двойственная за-
дача имеет аналогичную форму.

В общем случае задачей ЛП называется за-
дача минимизации или максимизации линей-
ной функции на подмножестве многомерного 
пространства, которое задается совокупностью 
линейных уравнений или неравенств. Любую 
такую задачу можно привести к симметрич-
ной форме. Опишем соответствующие преоб-
разования.

А.	На переменные могут не налагаться усло-
вия неотрицательности. Для соответствующего 
преобразования следует использовать тот факт, 
что любое число можно представить в виде раз-
ности двух неотрицательных чисел. Таким об-
разом, если xi — переменная, на которую не на-
ложено условие xi ≥ 0, то следует заменить эту 
переменную на разность i i ix x x ′′′= -  двух новых 
переменных и положить 0,ix′ ≥  0ix′′≥ .

Б.	Если какое-либо ограничение имеет 
форму ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn ≥ bi, то его сле-
дует заменить на равносильное неравенство 
-ai1x1 - ai2x2 - ... - ainxn ≥ -bi.

В.	Если какое-либо ограничение имеет 
форму равенства ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi, то 
его следует заменить на пару неравенств ai1x1 + 
+ ai2x2 + ... + ainxn ≤ bi , -ai1x1 - ai2x2 - ... - ainxn ≤ -bi.

Г.	Наконец, если целевую функцию необхо-
димо минимизировать, то максимизировать 

следует исходную целевую функцию, умножен-
ную на (–1).

Наряду с симметричной формой задачи ЛП, 
рассмотренной выше, важную роль играет ка-
ноническая форма задачи ЛП. Именно для этой 
формы разработан наиболее популярный алго-
ритм решения — симплекс-метод, который за 
конечное число итераций либо находит реше-
ние, либо устанавливает его отсутствие.

Каноническая форма задачи ЛП (задача 3) 
имеет вид

( )
1

max
n

j j
j

L X c x
=

= →∑
при условиях:

( )

( )
1

, 1, 2,..., ,

0, 1, 2,..., .

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

= =

≥ =

∑

К виду 3 также можно привести любую за-
дачу ЛП. Наряду с описанными ранее может 
потребоваться еще одно преобразование.

Пусть ограничение задано в виде неравен-

ства 
1

.
n

ij j i
j

a x b
=

≤∑  Введем дополнительно не-

отрицательную переменную zi > 0 так, чтобы 

выполнялось равенство 
1

.
n

ij j i i
j

a x z b
=

+ =∑  В пре-

образованной задаче число переменных стало 
больше. Дополнительные переменные zi имеют 
простой экономический смысл: при интер-
претации, описанной выше, это объем ресурса 
i-го вида, не израсходованный при некотором 
плане производства.

Можно показать, что соответству-
ющая двойственная задача имеет вид: 

( )
1

* min
m

i i
i

L Y b y
=

= →∑  при условиях 
1

n

ij i j
i

a y c
=

≥∑  

(j = 1, 2, ..., n), переменные уi — произвольного 
знака (!).

В общем случае в исходной задаче могут 
быть смешанные ограничения (равенства и не-
равенства противоположных знаков) и на часть 
переменных может не накладываться условие 

неотрицательности: ( )
1

max
n

j j
j

L X c x
=

= →∑  при 

условиях

1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑  при i = 1, 2, ..., l1;

1

n

ij j i
j

a x b
=

=∑  при i = l1 + 1, l + 2, ..., l2;

1

n

ij j i
j

a x b
=

≥∑  при i = l2 + 1, ..., m;

xj ≥ 0 при j = 1, 2, ..., n1;
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xj имеет произвольный знак при j = n2 + 1, ..., n2;

xj ≤ 0 при j = n2 + 1, ..., n.

Можно показать, что соответствующая 
двойственная задача имеет вид: 

( )
1

* min
m

i i
i

L Y b y
=

= →∑  при условиях

1

n

ij i j
i

a y c
=

≥∑ при j = 1, 2, ..., n1;

1

n

ij i j
i

a y c
=

=∑  при j = n1 + 1, ..., n2;

1

n

ij i j
i

a y c
=

=∑  при j = n2 + 1, ..., n;

yi ≥ 0 при i = 1, 2, ..., l1; имеет произвольный 
знак при i = l1 + 1, ..., l2; yi ≤ 0 при i = l2 + 1, ..., m.

3. Структурные преобразования  
в экономике [1]

В нашей стране происходит стремительный 
структурный сдвиг, вызванный свертыванием 
военной промышленности. Трудно привести 
пример такого явления в мировой практике. 
За каких-нибудь 10 лет произошел сдвиг, кото-
рый на Западе (в индустриальных странах) осу-
ществлялся за 30 с лишним лет.

Попытаемся оценить эффективность струк-
турного сдвига, осуществленного в основном 
стихийно или под воздействием политических 
потрясений, используя модели межотрасле-
вого баланса.

Напомним, что модель межотраслевого ба-
ланса (МОБ) в статической постановке имеет 
вид:

AX + Y = X,
где A = (aij)n×n — матрица прямых затрат продук-
ции одной отрасли единицу продукции другой; 
X — n-мерный вектор выпуска валового выпу-
ска; Y — n-мерный вектор выпуска конечного 
продукта.

Введем в рассмотрение так называемый 
структурный вектор C = (c1, c2, ..., cn)

T, где ci ≥ 0 
— доля конечного продукта i-й отрасли в сум-
марном конечном продукте народного хозяй-
ства. Это означает, что выполняется равенство 
с1 + с2 + ... + сn = 1.

Таким образом, Y = lC, где λ — суммарный 
конечный продукт в стоимостном выраже-
нии. У вектора С из года в год меняются ком-
поненты, то есть меняются доли отраслей в ко-
нечном продукте. Для дальнейшего анализа 
модель В. Леонтьева перепишем в следующей 
форме: AX + Cl = X.

Естественно поставить задачу максими-
зации суммарного конечного продукта λ при 
естественных ограничениях 

AX + Cl = X ≤ B, X ≥ 0, l ≥ 0,

где В — вектор ограничений на валовой выпуск 
отдельных видов продукции, непосредственно 
связанный с мощностями соответствующих 
отраслей.

Пусть l, X — оптимальное решение опти-
мизационной модели МОБ при фиксирован-
ном векторе С. Очевидно, что оптимум задачи 
l зависит от параметров задачи, то есть от А, С, 
В. Для решения поставленной задачи рассмо-
трим l как функцию от вектора С. Пусть С 0 — 
структурный вектор в начале периода [t0, t1]. 
Поставим следующий вопрос: если структур-
ный вектор в течение рассматриваемого пери-
ода переходит из состояния С 0 в состояние С 1, 
то какое приращение получит функция l(C)? 
Приращение вектора С равно ∆C = C 1 - C 0. 
Среди компонент вектора ∆C есть как положи-
тельные, так и отрицательные (сумма компо-
нент вектора ∆C равна 0). Вычислим величину 
∆l = l(C 1) - l(C 0) = l(C 0 + ∆C) - l(C 0), то есть 
приращение функции по направлению век-
тора ∆C. Как известно из математического ана-
лиза,

01

,
n

i
i i C C

c
c= =

∂l
Δl ≈ Δ

∂∑

где 
0i C C

c
=

∂l
∂

 — частная производная, вычислен-

ная в точке C = C 0, ∆ci — компонента вектора 
∆C.

Напомним, что если двойственная задача 

имеет единственное решение, то 
0

i
i C C

y
c

=

∂l
= ⋅l

∂
 

при i = 1, ..., n, где yi — оптимальная двойствен-
ная оценка соответствующего ограничения 
прямой задачи (целевая функция двойствен-

ной задачи имеет вид 
1

n

i i
i i

y c
=

l∑ ).

Таким образом, интересующее нас при-
ращение оптимума прямой задачи в зависи-
мости от изменения структурного вектора С 
имеет следующий вид:

1

n

i i
i i

y c
=

Δl ≈ l ⋅ ⋅Δ∑

Эта формула может трактоваться как новая 
экономическая закономерность, выведенная 
с помощью сложного математического аппа-
рата. Мы называем величину ∆l интегральным 
эффектом структурного сдвига в народном хо-
зяйстве. Традиционные методы оценки ре-
зультатов структурного сдвига, основанные на 
сложении эффектов в отдельных отраслях, не 
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Математические модели в экономике

выдерживают серьезной критики. Дело в том, 
что все отрасли взаимосвязаны и взаимообу-
словлены. По этой причине эффект, получен-
ный в одной отрасли, может компенсировать 
эффект в другой.

Встает вопрос: можно ли управлять направ-
лением структурных преобразований? Ответ 
утвердительный. Возможность управления 
структурным преобразованием показала ко-
мандно-административная система управ-
ления экономикой, при которой все рычаги 
инвестирования находились в руках центра. 
Эффективно ли управлял центр — вопрос дру-
гого плана.

Что касается управления этим процессом 
в условиях рыночной экономики, ответ тоже 
будет утвердительным, но это очень сложный 
путь. Дело в том, что инвестирование в эконо-
мику осуществляется из многих источников, 
причем критерием качества инвестировании 
служит эффективность.

Отметим также, что в структурном преоб-
разовании усиливается роль регионального 
управления.

4. Региональная модель оценки 
структурного сдвига

Базовая модель для расчета интегрального 
эффекта от структурного сдвига в регионе 
имеет следующую структуру:

1 1

max ,
n n

i i i i
i i

F p v q u
= =

 
= l + - 

 
∑ ∑

 

 

 

1

1

,

0 , ,

, 1,

0 ( 1,..., ).

n

ij j i i i i
j

i i i i
n

ii i i
i

i

a x u v c x

u d v D

b x b c

c i n

=

=

+ - + l =

≤ ≤ ≥

≤ ≤ =

≥ =

∑

∑

Опишем основные параметры и перемен-
ные модели.

Искомые переменные: xi — объем продук-
ции i-й отрасли экономики региона; ui — им-
порт продукции i-й отрасли экономики реги-
она; vi — экспорт продукции i-й отрасли в ре-
гион; λ– полный объем конечного продукта.

Параметры модели: ci, как и выше, доля про-
дукции i-й отрасли в конечном продукте; aij — 
коэффициент прямых затрат продукции i-й от-
расли на единицу продукции j-й отрасли; bi, bi 
— предельные значения объемов выпускаемой 
в регионе продукции i-й отрасли; di — предель-
ные значения импорта в регион продукции i-й 
отрасли; Di — предельные значения экспорта 

из региона продукции i-й отрасли, рi — цена на 
обязательную поставку продукции i-й отрасли, 
qi — «договорные» цены на ввоз продукции i-й 
отрасли.

В модель могут вводиться ограничения на 
предельно допустимые объемы валового выпу-
ска продукции по отраслям, включаются огра-
ничения на экспорт, импорт. Модель была по-
строена для 14 отраслей:

1)	электроэнергетическая промышленность;
2)	топливная промышленность;
3)	металлургическая промышленность;
4)	химическая и нефтехимическая промыш-

ленность;
5)	машиностроение и металлообработка;
6)	лесная и деревообрабатывающая про-

мышленность;
7)	промышленность стройматериалов и сте-

кольная промышленность;
8)	легкая промышленность;
9)	пищевая промышленность;
10)	прочие отрасли промышленности;
11)	сельское хозяйство;
12)	строительство;
13)	транспорт и связь;
14)	прочие отрасли экономики.
Количество искомых переменных — 43, мо-

дель включает 15 ограничений в форме ра-
венств. В качестве основы для информацион-
ной базы были использованы межотраслевые 
балансы за 1992–1996 гг. Была проведена серия 
расчетов по построенной модели модифици-
рованным симплекс-методом, реализованным 
на языке программирования TURBO PASCAL.

Для оценки влияния структурных сдвигов 
на экономическое развитие региона необхо-
димо учитывать интегральный эффект: как и 
выше, суммирование эффектов по отдельным 
отраслям, рассматриваемым изолированно, 
не дает адекватной картины. В данной модели 
предлагается определять интегральный эф-
фект с использованием частных производных 
и двойственных оценок.

Искомое приращение функции от измене-
ния вектора С, приближенно, как и выше, опре-
деляется по формуле

1

.
n

i
i i

F
F c

c=

∂
Δ ≈ Δ

∂∑
Если задача, двойственная к исходной, 

имеет единственное решение и Y = (y1, y2, ..., 
yn) — оптимальный двойственный вектор (y1 
— двойственная оценка i-го ограничения), l — 
оптимальное значение конечного продукта, то

,i
i

F
y

c
∂

= l ⋅
∂
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откуда 
1

.
n

i i
i

F y c
=

Δ ≈ l ⋅ ⋅Δ∑
Таким образом, оптимальные двойствен-

ные оценки балансовых соотношений исход-
ной модели служат мерилом оптимальных 
структурных сдвигов.

Учеными накоплен богатый опыт в обла-
сти построения экономико-математических 
моделей, отражающих различные стороны 
процесса общественного воспроизводства. 
Приведенные модели межотраслевого баланса 
позволяют рассчитать эффективность струк-
турных сдвигов.

Модифицированная модель межотрасле-
вого баланса, описанная выше, позволяет вы-
брать наиболее подходящую вычислительную 
схему. Так, для исчисления эффективности уже 
происшедших за какой-то период структурных 
сдвигов целесообразно использовать статиче-
скую модель межотраслевого баланса как наи-
более простую и удобную в работе.

Достоинство данного метода заключается в 
том, что он дает детальное представление как о 
производстве и распределении продукции от-
дельных отраслей, так и о характере взаимос-
вязей между этими отраслями.

Важным вопросом при оценке эффективно-
сти межотраслевых структурных сдвигов явля-
ется классификация отраслей. Предъявляемые 
требования: во-первых, должна быть возмож-
ность сопоставимости во времени, во-вторых, 
уровень агрегированности отраслей не должен 
быть чрезмерным: чем крупнее отрасль, тем 
меньше возможности для выявления реаль-
ного вклада каждой подотрасли в совокупный 
эффект структурных сдвигов, так как погаша-
ются разнонаправленные эффекты. Напомним, 
что мы приняли классификацию, включающую 
14 отраслей экономики.

В задаче, двойственной к проблеме макси-
мизации национального дохода, минимизиру-
ются использованные ресурсы.

При региональном анализе двойственная 
задача позволяет сформировать новую точку 
зрения на структуру взаимосвязи между реги-
ональными факторами и позволяет проверить 
адекватность исходной модели. В частности, 
оптимальная двойственная оценка той или 
иной отрасли показывает, насколько возросло 
бы максимальное значение целевой функции, 
если бы объем ресурса данной отрасли увели-
чился на единицу. Таким образом, двойствен-
ные оценки измеряют эффективность малых 
приращений объемов ресурсов.

Если ограничение не оказывает сдержива-
ющего влияния (то есть является строгим не-

равенством при оптимальном решении исход-
ной задачи), то соответствующая компонента 
оптимального решения двойственной задачи 
равна нулю. Следовательно, мы располагаем 
избыточными соответствующими ресурсами, 
некоторая доля ресурса остается неиспользо-
ванной. Однако оптимизационная задача мо-
жет иметь множество оптимальных решений, 
то есть обеспечивающих получение макси-
мального объема производства, и при другом 
оптимальном решении ресурс может исполь-
зоваться полностью.

Определение необходимого объема произ-
водства по каждой отрасли может оказаться не-
обоснованным, если не принята во внимание 
ограниченность наличных ресурсов. Поэтому 
рассчитанные с помощью межотраслевого ба-
ланса показатели объемов производства по от-
раслям должны сопоставляться с реальными 
возможностями их достижения с точки зрения 
обеспечения их имеющимися ресурсами.

Структурные диспропорции как отрасле-
вого, так и технологического плана, возник-
шие в недрах административно-командного 
управления экономикой, получили новое раз-
витие при либерализации системы хозяйство-
вания и демонтаже структур управления, по-
скольку равновесные рыночные регуляторы 
отсутствовали. Эти диспропорции сформиро-
вали мощный структурный импульс, расши-
ривший масштабы и глубину экономического 
спада, усиливший кризисные процессы в на-
роднохозяйственном развитии республики. 
Отрицательный потенциал этих деформаций 
проявился в полной мере в 1993–1994 гг.

Структурные деформации, связанные с 
развалом СЭВ (прекращение процессов меж-
дународного разделения труда и специали-
зации производства), сказались на дефиците 
внутреннего рынка и поставили в очень слож-
ное положение многие отрасли промышлен-
ности.

Усиление структурного кризиса в значи-
тельной степени вызвало развал СССР. В ре-
зультате разрушения действовавшего единого 
народнохозяйственного механизма образова-
лось множество неприспособленных к авто-
номному существованию народнохозяйствен-
ных комплексов — все это обострило струк-
турные проблемы, сужая возможности их ре-
шений. Глубина возникших межотраслевых 
диспропорций наиболее ярко проявляется в 
таких технологически взаимосвязанных отрас-
лях, как производство нефтяного оборудова-
ния, нефтедобыча, нефтепереработка, транс-
порт и ряд других отраслей.
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Математические модели в экономике

Положительное значение интегрального 
эффекта в 1995–1996 гг. объясняется действием 
стихийных рыночных факторов, в том числе 
закрытием заранее нерентабельных произ-
водств. Процесс структурной перестройки эко-
номики региона, происходящий в рыночных 

условиях, неизбежно связан с ускоренным раз-
витием, реконструкцией одних производств 
и свертыванием и закрытием других, с ин-
тенсивным развитием более эффективных и 
конкурентоспособных предприятий и произ-
водств.
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МЕЖДУНАРОДНЫЙ АУТСОРСИНГ КАК ИНСТРУМЕНТ ПОВЫШЕНИЯ 
ЭФФЕКТИВНОСТИ РОССИЙСКИХ КОМПАНИЙ: РЕЗУЛЬТАТЫ 

ЭМПИРИЧЕСКОГО ИССЛЕДОВАНИЯ

И. М. Драпкин, О. С. Мариев, А. В. Порядина, Д. Д. Варнавская

Данная статья посвящена эмпирической оценке влияния международного аутсорсинга на эф-
фективность деятельности российских компаний. Для оценки показателя международного аутсор-
синга в работе использован подход Финстры и Хансона, в соответствии с которым данный по-
казатель рассчитан в узком и широком смыслах. Оценивание базы данных, включающей показа-
тели деятельности 5398 российских компаний за период 2005–2008 гг., показало наличие устойчи-
вой статистически значимой зависимости между значением индекса международного аутсорсинга 
и эффективностью российских компаний. Кроме того, было выявлено, что использование между-
народного аутсорсинга ведет к росту эффективности для группы более производительных фирм в 
отрасли; для группы менее эффективных фирм полученные результаты не являются устойчивыми. 

В современных условиях глобализации ми-
ровой экономики важной тенденцией разви-
тия предпринимательской деятельности явля-
ется активное внедрение новых форм органи-
зации бизнеса с целью повышения его эффек-
тивности. Многие компании из-за возросшей 
конкуренции рассматривают аутсорсинг как 
один из важных инструментов повышения эф-
фективности производственного процесса.

Под аутсорсингом понимается делегиро-
вание организацией определенных произ-

водственных процессов стороннему постав-
щику на основе использования его техноло-
гических и производственных возможностей, 
ноу-хау, инфраструктуры и ресурсов 1. Гроссман 
и Хелпман [19] утверждают, что аутсорсинг оз-
начает больше, чем просто торговля сырьем и 
промежуточными благами. Этот тип межфир-

1	Предметом изучения в данной работе являются межфир-
менные взаимодействия по поводу товарного аутсорсинга. 
Изучение аутсорсинга услуг в область нашего исследова-
ния не входит.




