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ИНВЕСТИЦИИ И ИННОВАЦИИ

ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
КАСАТЕЛЬНОГО ПОРТФЕЛЯ

К. В. Криничанский, А. В. Безруков

В работе предложен способ решения некоторых задач, рассматриваемых в модели оптимизации 
портфеля ценных бумаг для случая безрискового заимствования и кредитования. Расчет границы 
достижимого множества осуществляется с использованием функции Лагранжа путем введения ли-
нейных уравнений функции полезности агента в качестве критических линий. Расчет осуществлен 
в том числе для координат доходность — риск, когда в качестве параметра риска берется среднее 
квадратическое отклонение доходности. Авторы определяют параметры касательной к эффек-
тивной границе, представляющей собой луч, выходящий из точки, соответствующей безрисковой 
ставке доходности. Для построения эффективной границы и касательной к ней в авторы разра-
ботали алгоритм, который позволяет строить такую границу и касательную к ней для случая, 
когда аппроксимирующий полином для границы достижимого множества имеет точку перегиба ле-
вее точки касания.

1. Введение

Решение задачи оптимизации портфеля 
ценных бумаг подробно изложено в работах 
Г. Марковица [7], В. Шарпа [10], Дж. Тобина 
[11]. В русскоязычных источниках соответ-
ствующие методы представлены и иллюстри-
рованы примерами под авторством У. Шарпа, 
Г. Александера и Дж. Бэйли [5, с. 170-228, 
253-255], А. С. Шведова, А. Н. Буренина [1], 
Н. И. Берзона и соавт. [3, с. 343-369].

Вместе с тем в известных авторам русско- 
язычных работах, как правило, отсутствует 
подробное изложение метода нахождения 
структуры касательного портфеля — эффектив-
ного портфеля, который задается в точке каса-
ния луча, выходящего из точки, соответствую-
щей параметрам безрискового актива, и линии 
эффективного фронта1. Предлагаемые модели, 
в которых задействуется касательный порт-
фель (например [5, 1]), используют касатель-
ный портфель не в общем, а в узком смысле — 
как рыночный портфель, т. е. портфель, вклю-
чающий все активы, структура которого опре-
деляется как структура их относительных цен. 
При этом вопрос о расчете пропорций такого 
портфеля отходит на задний план, так как счи-
тается, что, во-первых, их определение в прин-
ципе невозможно, во-вторых, нахождение та-
кой структуры нецелесообразно вследствие 

1 В качестве исключения приведем работу А. Н. Буренина 
[1, с. 170-174], в которой излагается метод, разработанный 
Э. Элтоном с соавт. (2003) [9].

того, что для поиска требуемых решений ока-
зывается необходимо знать лишь некоторые 
характеристики такого портфеля — среднюю и 
дисперсию. В связи с этим в используемых мо-
делях предлагается упрощение — рыночный 
портфель заменяется портфелем, структура 
которого определяется структурой репрезен-
тативного фондового индекса, например, S&P 
500, для которого нахождение характеристик 
распределения на любую дату — технический 
вопрос.

Авторы настоящей работы, однако, находят, 
что задача определения касательного порт-
феля для произвольного состава активов явля-
ется актуальной, а ее решение известными ме-
тодами [6] — не единственное и, возможно, не 
самое удобное. В нашей ранее опубликованной 
работе [2] мы изложили оригинальный под-
ход к решению задач определения местопо-
ложения эффективной границы и параметров 
касательного портфеля (включая его струк-
туру). Предложенный метод основывается на 
использовании при решении задачи оптими-
зации функции Лагранжа путем введения ли-
нейных уравнений функции полезности агента 
в качестве критических линий. Данный метод 
позволяет определять местоположение эффек-
тивной границы без расчета параметров «угло-
вых» портфелей. Его особенность состоит в том, 
что технически оптимизация проводится не 
как минимизация риска портфеля (величины 
стандартного отклонения его доходности) для 
каждого данного уровня доходности либо мак-
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симизация доходности портфеля для каждого 
данного уровня риска, а как максимизация по-
лезности инвестора (его функция полезности 
включает в расчет как доходность, так и риск 
портфеля) для некоторого диапазона значений 
коэффициента неприятия риска. Некоторым 
недостатком предыдущего изложения предло-
женной модели можно считать то, что постро-
ение графических иллюстраций осуществля-
лось не в «канонических» координатах (σp, rp), 
а в координатах (σ2

p, rp). Также и расчет урав-
нения касательной, координат точки касания 
и пропорций касательного портфеля осущест-
влялся на плоскости (σ2

p, rp).
В настоящей работе предлагается методика 

решения прежней задачи и показаны инстру-
ментальные методы ее реализации для коор-
динат (σp, rp).

Таким образом, целью настоящей работы 
является совершенствование инструменталь-
ных и оптимизационных методов построения 
касательной к эффективной границе, заданной 
в координатах риск (стандартное отклонение 
доходностей активов) — доходность (средние 
доходности активов), определение структуры 
касательного портфеля и проверка качества 
полученного решения путем задания крите-
риев точности.

В качестве расчетных параметров нас ин-
тересуют такие параметры касательного порт-
феля, как координаты точки касания с эффек-
тивным фронтом, значения ожидаемой доход-
ности и риска портфеля, структура портфеля. 
Предлагаемая модель позволяет получить ана-

литический вид уравнения эффективного мно-
жества с условием заимствования и кредитова-
ния по безрисковой ставке или вид уравнения 
CML (Capital Market Line) применительно к слу-
чаю произвольного состава инвестиционного 
портфеля без необходимости ex ante определе-
ния рыночного портфеля или его «заменителя» 
(репрезентативного индекса).

2. Модель
1.	Построение	 модели	 начнем	 с	 обычных	

условий	и	предположений:
1) инвестор стремится увеличить инвести-

руемый капитал, поэтому его интересует поло-
жительный прирост стоимости портфеля или 
положительная доходность портфеля;

2) доходность портфеля (rp) складывается из 
доходности входящих в него ценных бумаг или 
иных подобных активов (ri);

3) доходность ценных бумаг (ri) является 
случайной величиной;

4) распределения случайных величин ri 
близки к нормальному, а следовательно, для их 
анализа достаточно использовать меры мате-
матического ожидания ( ( ) )i iE r r=  и стандарт-
ного отклонения - = σ( ( ) ).i i iE r r

Начальным шагом нашего алгоритма явля-
ется выбор набора ценных бумаг для последу-
ющего анализа. Он может быть вполне произ-
вольным и соответствовать субъективным кри-
териям инвестора или финансового института.

Следующим шагом будет определение до-
ходностей выбранных ценных бумаг для неко-
торого периода с принятым шагом цены (на-

Таблица 1
Исходные данные и расчет параметров для построения эффективного фронта

№ 
п/п Показатель Условное обо-

значение
Значения, соответствующие заданному уровню 

коэффициента неприятия риска
1

Доли бумаг в портфеле

g1 … … … … …
2 g2 … … … … …
3 … … … … … …
4 gN … … … … …
5 Сумма долей (строка ограничений) Σ gk … … … … …
6 Коэффициент неприятия риска ψm ψ1 ψ2 ψ3 … ψT

7 Расчетное значение риска портфеля 
(дисперсия портфеля) σ2

p … … … … …

8 Расчетное значение доходности 
портфеля rp … … … … …

9 Значение функции полезности (це-
левая ячейка оптимизатора) U … … … … …

10 Доходность портфеля (для построе-
ния графической модели) rp … … … … …

11 Риск портфеля (для построения 
графической модели) σp … … … … …
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пример, ежедневные доходности для периода 
4 года).

Далее рассчитываются величины средних и 
стандартных отклонений для полученных ря-
дов данных. Также рассчитываются ковариа-
ции доходностей активов i и j: Cov(ri, rj). Так как 
данные расчеты проводятся в специальных 
программах, удобно сразу же осуществлять за-
пись матрицы ковариаций доходностей.

Наконец, следует приступить к нахожде-
нию местоположения эффективной границы. 
Для этого авторы предлагают задать в Excel та-
блицу (табл. 1).

Как видно, вначале предлагается задать ди-
апазон и шаг для варьирования величины ко-
эффициента неприятия риска ψm (например, 
это может быть диапазон от –15 до 30 с ша-
гом 1 или 2)1. Следует учесть, что, возможно, 
после окончания всех расчетов и построения 
графика эффективной границы целесообразно 
будет изменить диапазон ψm и повторить ал-
горитм для того, чтобы эффективная граница 
отображалась в удобных для проведения ана-
лиза пределах.

Далее необходимо ввести произвольные 
доли активов gk в портфеле (верхние строки та-
блицы).

После этого в строке 7 задается выражение 
для расчета дисперсии портфеля.

Формулу (1) дисперсии

2

1 1

( , )
N N

p i j
i j

g g Cov i j
= =

σ = × ×∑∑             (1)

удобнее использовать в ее матричной форме:
2 ,T
pσ = × ×G Cov G                     (2)

где G — вектор-столбец долей активов, входя-
щих в портфель; GT — транспонированный век-
тор-столбец долей активов; Cov — матрица ко-
вариаций доходностей активов в портфеле.

В строке 8 задается выражение для расчета 
доходности портфеля:

,T
pr = ×G R                            (3)

где R — вектор-столбец средних (матожида-
ний) доходностей активов в портфеле.

В строке 9 (строка целевых ячеек оптимиза-
тора) вводится выражение для функции полез-
ности инвестора, в качестве которой исполь-
зуется функция полезности фон Неймана — 
Моргенштерна:

2 .p pU r= ψ -σ                              (4)

1 Отрицательное значение коэффициента неприятия риска 
означает высокую толерантность к риску инвестора (азарт-
ность как характеристику инвестора).

Далее проводится необходимое число вы-
числений, в которых для каждого заданного 
значения коэффициента неприятия риска ψm 
отыскиваются структуры оптимальных порт-
фелей (удовлетворяющих максимуму функции 
полезности при ограничениях 

1,
1kk N

g
=

=∑  и 
gk ≥ 0). Для этого в MS Excel можно использо-
вать инструмент «Поиск решения»2.

После этого в строке 10 дублируется ряд 
значений доходности портфеля для получен-
ных структур (пропорций портфеля), а в строке 
11 рассчитывается стандартное отклонение 
портфеля.

2.	Далее	 можно	 приступить	 к	 изучению	
характера	 зависимости	 полученных	 вели-
чин	 ожидаемой	 доходности	 и	 риска	 порт-
феля,	 чтобы	 затем	 найти	 выражение	 для	
координат	точки	 касания	 луча,	 выходящего	
из	точки	 с	координатой,	 соответствующей	
безрисковой	ставке	доходности,	с	полученной	
кривой	эффективного	фронта.

«Каноническим» видом данной зависи-
мости является выражение rp = rp(σp). Однако 
это выражение не является функциональным 
соответствием, поэтому представляется це-
лесообразным продолжить анализ функции 
σp = σp(rp), а затем после отыскания требуемых 
параметров осуществить обратный переход.

Определим вид данной функции. Экспери-
ментальным способом на основе различных 
исходных выборок авторами установлено, что 
целесообразно остановиться на выборе поли-
номиальной аппроксимации:

1
0 1( ) ... ,n n

p p p p p ns s r a r a r a-= = + + +          (5)

где sp(rp) — аппроксимирующая функция для 
σp(rp).

3.	Рассмотрим	частный	алгоритм	для	ап-
проксимирующего	 полинома	 третьей	 сте-
пени	 (целесообразность	 выбора	 данной	 ап-
проксимирующей	 функции	 подтверждается	
проведенными	 многочисленными	 экспери-
ментами	 с	 различными	 исходными	 выбор-
ками	 данных).	Для удобства опустим из обо-
значений нижний индекс «p»:

3 2( ) .s r ar br cr d= + + +                  (6)

Покажем на условном примере график дан-
ной функции (рис. 1). Отметим, что указанный 
полином имеет два экстремума, и для отобра-

2 Так как при этом необходимо выполнять повторяющиеся 
действия, для удобства авторы предлагают использовать 
макрос. При этом необходимо разрешить VBA обращаться 
к «Поиску решения». Для этого в панели Microsoft Visual 
Basic во вкладке Tools/References следует поставить флажок 
напротив строки Solver.
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жения допустимой границы портфеля и эф-
фективного фронта (а также решения следую-
щей задачи — нахождения структуры касатель-
ного портфеля) при условии, что мы исклю-
чаем портфели с отрицательной доходностью, 
следует использовать только участок, выделен-
ный на графике утолщенной линией. Область 
определения для данного участка r ∈ (0; r*), где 
r* — точка перегиба кривой графика (рис. 1).

Собственно, выбрав данный интервал зна-
чений s(r), мы находим некоторый участок до-
стижимого множества и эффективной границы 
портфелей. Для удобства полученный резуль-
тат можно показать в привычном представле-
нии — в виде зависимости r(s).

Наконец, перейдем к решению главной по-
ставленной задачи — отысканию параметров 
точки касания к эффективному фронту луча, 
выходящего из точки, соответствующей пара-
метру доходности безрискового актива.

3.1. Рассмотрим случай, когда искомая 
точка касания имеет абсциссу, удовлетворяю-
щую интервалу (0; r*).

Начнем с определения доходности r0 и ри-
ска s(r0) касательного портфеля.

Запишем уравнение касательной sкас(r) в 
виде уравнения:

sкас(r) = s ′(r0) × (r - rf),               (7)

где rf — доходность безрискового актива.
Запишем уравнение касательной sкас(r) в 

классическом виде:

sкас(r) = s(r0) + s ′(r0) × (r - r0),         (8)

где (r0; s(r0)) — координаты точки касания.
Приравняем друг другу выражения для 

sкас(r). Получаем:

sкас(r) = s(r0) + s ′(r0) × (r - r0) = s ′(r0) × (r - rf).

Отсюда

s ′(r0) × (r0 - rf) = s(r0).                   (9)

Придавая rf различные значения, получаем 
зависимость r0(rf) в неявном виде:

0
0

0

( )
.

( ) f

s r
r r

s r
- =

′
                          (10)

Приближающий полином третьей степени 
дает следующее выражение для отыскания од-
ной из координат точки касания r0:

3 2
0 0 0

0 2
0 0

.
3 2 f

ar br cr d
r r

ar br c
+ + +

= +
+ +

              (11)

Коэффициенты a, b, c и d могут быть полу-
чены из регрессии σp на rp (табл. 1). Значение 
второй координаты s(r0) отыскивается подста-
новкой r0, полученной по формуле (11), в выра-
жение (6). 

Наконец, перейдем к определению струк-
туры касательного портфеля.

Как было введено выше, в реализуемом под-
ходе зависимость 2( ; )p pU r σ  является промежу-
точным агрегатом, используемым для оптими-
зации. При этом rp и σ2

p (а также σp) как функ-
циональные переменные содержат в качестве 
варьирующих аргументов доли ценных бумаг в 
портфеле. Оптимизация функции полезности 
производится при условии нормировки Σgk = 1 
и rp = r0, σp = s(r0). Рассчитанные значения ко-
ординаты точки касания (r0, s(r0)) будут удов-
летворять некоторому выбранному участку 
варьируемого коэффициента ψm: [ψk; ψk + 1], 

 0 1 0 1[ ; ], ( ) [ ; ].k k k kr r r s r s s+ +∈ ∈  0 1 0 1[ ; ], ( ) [ ; ].k k k kr r r s r s s+ +∈ ∈  При этом из расче-
тов нам известна структура портфеля для гра-
ничных параметров данного участка. Поэтому 
можно предложить определять структуру каса-
тельного портфеля, используя интерполяцион-
ные формулы:

2 1
0 1 0 1

2 1

( ),i i
i i

g g
g g r r

r r
-

= + -
-

            (12)

где i — индекс актива; gi0 — искомая доля i-го 
актива в касательном портфеле; gi1 и gi2 — левая 
и правая границы интервала, в котором распо-
лагается искомая величина gi0 (этот интервал 
соответствует значениям r1 и r2 — границам ин-
тервала, в котором располагается r0).

Для оценки точности полученного резуль-
тата рассчитаем параметры касательного 
портфеля для найденных значений gi0:

-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

14

-0,5 0 0,5 1

s(r) 

r 
r*

Рис. 1. Аппроксимирующая функция s(r) для σp(rp) 
и участок границы достижимого множества 

портфелей
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0 0
ˆˆ ,Tr = ×G R                            (13)

2
0 0 0

ˆˆ ,Ts = × ×G Cov G                    (14)
где 0Ĝ  — вектор-столбец с компонентами g0i.

Погрешность результата можно рассчитать 
следующим образом:

0 0

0

ˆ
100%,

r r
r

r
-

D =                   (15)

0 0

0

ˆ
100%.

s s
s

s
-

D =                   (16)

Значение параметра ψ, соответствующее ка-
сательному портфелю (ψ0), отыскивается, как и 
структура касательного портфеля, с помощью 
метода линейной интерполяции:

2 1
0 1 0 1

2 1

( ),r r
r r

ψ -ψ
ψ = ψ + -

-
             (17)

где ψ0 — значение параметра ψ в точке каса-
ния; ψ1 и ψ2 — левая и правая границы интер-
вала, в котором располагается искомая вели-
чина ψ0 (интервал соответствует значениям r1 
и r2 — границам интервала, в котором распола-
гается r0).

Таким образом, получен алгоритм, по ко-
торому можно рассчитывать параметры каса-
тельных к эффективному фронту портфелей 
ценных бумаг для интересующего уровня без-
рисковой ставки rf.

Поясним также порядок осуществления пе-
рехода к «каноническому» виду графика эф-
фективной границы и функции касательной к 
ней, исходящей из точки с нулевой координа-
той σ, в координатах (σp, rp).

Уравнение касательной в системе коорди-
нат (r; s) при различных rf имеет вид выраже-
ния (7):

sкас(r) = s ′(r0) × (r - rf),

или, из геометрических соображений (рис. 2),

sкас(r) = K × (r - rf),                     (18)

где

0

0

.
f

s
K

r r
=

-
                          (19)

Перейдем к «каноническому» виду пред-
ставления анализируемой зависимости в коор-
динатах (s; r(s)).

Уравнение касательной в указанных коор-
динатах аналитически выводится из выраже-
ний (7) и (10):

кас 0
0

( ) ( ) .f f

s
r s r r r

s
= - +               (20)

Учитывая геометрический смысл (рис. 3), 
его же можно записать так:

кас( ) .fr s Ms r= +                        (21)

где 1 .M
K

=

Теперь, используя «Мастер диаграмм» (тип 
диаграммы — точечная), можно построить на 
одной диаграмме графики r(s) и sкас(s).

3.2. Рассмотрим случай, когда искомая 
точка касания имеет абсциссу, превышающую 
значение r * — абсциссы точки перегиба ап-
проксимирующей функции (r0 > r * ) (6) (рис. 1).

В качестве инструментальных методов ре-
шения данной проблемы можно предложить 
изменение вида приближающей функции в це-
лях смещения вправо точки перегиба r * и боль-
шего приближения графика к квадратичной 
параболе.

Рассмотрим следующий вид аппроксимиру-
ющей функции:

s0 

α 

s (r) 

0
0

0 f

s
tg K s

r r

rf r0 

r 

= = =
−

Рис. 2. Графическая (геометрическая) иллюстрация 
касательной sкас(r)

β 

r (s) 

0

0

1 fr r
tg M

K s

s 

s0 

= = = −

Рис. 3. Графическая иллюстрация касательной 
rкас(s)



70
Ж

У
Р

Н
А

Л
 Э

К
О

Н
О

М
И

Ч
ЕС

К
О

Й
 Т

ЕО
Р

И
И

 №
2/

20
14

инвестиции и инновации

= + ⋅ + +3 2 exp( ) ,s ar br kr cr d           (22)

где a, b, c — коэффициенты, определяемые 
из регрессии s на r; k — коэффициент, подбира-
емый экспериментально по критериям каче-
ства регрессии s на r.

Для того чтобы протестировать наличие и 
достаточность смещения точки перегиба, вы-
числим вторую производную функции (22):

23 (2 )exp( ) ,s ar br kr kr c′ = + + +

2 26 ( 4 2)exp( ).s ar b k r kr kr′′ = + + +       (23)

Приравнивая выражение (23) к нулю, можно 
будет отыскать численное значение абсциссы 
точки перегиба r *.

Далее осуществляем расчет координат 
точки касания.

Перепишем выражение (10), которое можно 
рассматривать как нелинейное уравнение от-
носительно абсциссы точки касания r0:

0
0

0

( )
0.

( ) f

s r
F r r

s r
= - - =

′
                (24)

Учитывая, что 
3 2

0 0 0 0 0( ) exp( )s r ar br kr cr d= + ⋅ + +       (25)
и

2
0 0 0 0 0( ) 3 (2 )exp( ) ,s r ar br kr kr c′ = + + +      (26)

используя программные инструменты реше-
ния уравнений, подобных (24), отыскиваем 
значение r0.

Вторая координата точки касания отыски-
вается из уравнения (25).

3. Числовые примеры
Проиллюстрируем модель числовыми при-

мерами.
1. В качестве исходных данных взяты дан-

ные о рыночных ценах закрытия торго-
вого дня по акциям американских компаний 
JPMorgan Chase & Co. (JPM), E. I. du Pont de 
Nemours and Company (DD) и IBM (котировки 
на Нью-Йоркской фондовой бирже) за период 
с 02.02.2012 по 30.03.2012 г.

Возьмем произвольные значения компо-
нент вектора G: g1 = 0,3; g2 = 0,45; g3 = 0,25. 
Зададим диапазон для варьирования вели-
чины коэффициента неприятия риска ψm от –3 
до 10 с шагом 1.

По формулам (2) и (3) соответственно вы-
числяем риск инвестиционного портфеля в 
виде дисперсии σ2

p и доходность портфеля ак-
тивов rp: σ2

p = 0,653; rp = 0,225 %.

Максимизируем функцию U = Ψr - σ2 с по-
мощью программной надстройки-оптимиза-
тора (например, «Поиск решения» MS Excel). 
Получим новые, отличные от произвольно за-
данных ранее, значения компонент вектора G 
и новые значения параметров rp и σ2

p, соответ-
ствующие оптимуму U. Зададим также строку 
стандартного отклонения σp, в итоге получим 
данные о структуре портфелей (табл. 2):

Построим зависимость r (σ) (рис. 4).
Выше говорилось, что эта взаимосвязь 

лучше всего приближается полиномом третьей 
степени (уравнение (6)). Построим регрессию 
σ(r) на переменные r, r2 и r3. Получим оценки 
коэффициентов регрессии (табл. 3).

Значение суммы квадратов остат-
ков на число степеней свободы составляет 
MS = 0,00017, а F-статистика для регрессион-
ного уравнения в целом составляет 7147. Это 
свидетельствует о высокой степени приближе-
ния регрессионного уравнения к исходной за-
висимости σ(r).

Найдем точку перегиба получившейся 
функции
s(r) = -2,115 × r3 + 4,733 × r2 - 1,183 × r + 0,684.

Для этого возьмем вторую производную вы-
ражения (6):

s ″ = 6ar + 2b.                       (27)

Произведем расчеты показателя второй 
производной s ″ для всех полученных значе-
ний r. Обнаруживаем, что точка перегиба на-
ходится в интервале значений показателя до-
ходности портфеля от 0,667 до 0,753 %1, по-
скольку на нем вторая производная меняет 
знак. Используя «Поиск решения» в MS Excel, 
приравнивая выражение (27) к нулю, опреде-
ляем точное значение доходности в точке пе-
региба: r * = 0,746%.

Далее необходимо вычислить значение до-
ходности касательного портфеля r0 и, срав-
нив его с полученным значением r *, опреде-
лить, будет ли расположен касательный порт-
фель в секторе эффективного фронта левее 
точки перегиба (в «канонических» координа-
тах). Предварительно зададим значение без-
рисковой ставки. Учитывая сверхкраткосроч-
ный характер показателя доходности (1 день) 
и опираясь на известные данные о доходно-
стях американских краткосрочных векселей в 
марте 2012 г., будем считать, что значение без-
рисковой ставки для нашего примера равно 

1 Здесь и далее в данном примере временнáя размерность 
процентных ставок — проценты в день.
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0,01 %. Тогда, используя оптимизатор «Поиск 
решения» MS Excel, применяя формулы (11) и 
(24), находим: r0 = 0,525 %. Полученное значе-
ние меньше значения доходности для точки 
перегиба, следовательно, мы можем построить 

касательную в имеющемся диапазоне параме-
тров доходности и риска портфеля (рис. 5).

Определим риск портфеля для r0, используя 
выражение (6): s(r0) = 1,062%.

Найдем структуру касательного портфеля 
(выражение (12)):

g01 = 66,761 %; g02 = -106,178 %; 
g03 = 139,417 %.

Для оценки точности полученного резуль-
тата рассчитаем параметры касательного порт-
феля для найденных значений g0i: 0̂ 0,525,r =  

0ˆ 1,077.s =
Погрешности результата (формулы (15) и 

(16)) составляют:
Dr = 0,0 %; Ds = 1,396 %.

2. В качестве исходных данных взяты дан-
ные о рыночных ценах по акциям американ-
ских компаний Exxon Mobil Corporation (XOM), 
E. I. du Pont de Nemours and Company (DD) и The 
Procter & Gamble Company (PG) (по данным 
Нью-Йоркской фондовой биржи) за период с 
01.02.2010 по 01.11.2012 г. с шагом 1 месяц.

Сначала предпримем оценку вида уравне-
ния, аппроксимирующего функцию σ(r), для 
чего, как и в предыдущем примере, возьмем 
14 шагов, задающих интервал ψk, длиной шага 
примем 3. Вычислим для выбранных ψk пара-
метры структуры портфелей, их доходности и 
риск путем максимизации функции полезно-
сти и занесем все в таблицу (табл. 4).

Построим регрессию σ(r) на переменные r, 
r2 и r3. Получим оценки коэффициентов регрес-
сии (табл. 5).

Значение суммы квадратов остатков на 
число степеней свободы составляет MS = 0, а 
F-статистика для регрессионного уравнения в 
целом составляет 1493348. Это свидетельствует 
о чрезвычайно высокой степени приближения 
регрессионного уравнения к исходной зависи-
мости σ(r).

Таблица 2
Структура портфелей, соответствующих границе допустимого множества,  

и расчетные показатели их риска и доходности
g1 –0,675 –0,492 –0,309 –0,126 0,056 0,239 0,422 0,605 0,788 0,970 1,153 1,336 1,519 1,701
g2 0,950 0,676 0,402 0,128 –0,146 –0,420 –0,694 –0,968 –1,242 –1,515 –1,789 –2,063 –2,337 –2,611
g3 0,724 0,816 0,907 0,998 1,089 1,180 1,272 1,363 1,454 1,545 1,636 1,728 1,819 1,910

Σ gi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ψ –3 –2 –1 0 1 2 3 4 6 5 7 8 9 10
σ2

p 0,737 0,522 0,394 0,351 0,394 0,522 0,737 1,037 1,423 1,894 2,451 3,094 3,823 4,638
rp –0,104 –0,019 0,067 0,153 0,238 0,324 0,410 0,496 0,581 0,667 0,753 0,839 0,924 1,010
σp 0,858 0,723 0,628 0,592 0,628 0,723 0,858 1,018 1,193 1,376 1,566 1,759 1,955 2,154

Рис. 4. Взаимосвязь риска и доходности портфеля 
r (σ)

Таблица 3
Оценка коэффициентов регрессии

Обозна-
чение

Коэффи-
циенты

Стандартная 
ошибка

t-стати-
стика

d 0,684414 0,006422 106,575
c –1,18321 0,054505 –21,7084
b 4,733407 0,154069 30,72257
a –2,11462 0,110803 –19,0845

Рис. 5. Касательная к эффективной границе  
в координатах r(s)
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Найдем точку перегиба получившейся 
функции (28), используя выражение (27):

s(r) = -5,829 × r3 + 25,449 × r2 -
- 30,584 × r + 14,313.               (28)

Далее обнаруживаем, что вторая произво-
дная на выбранном отрезке не меняет знак, сле-
довательно, «сигнальная» для нашего расчета 
точка перегиба лежит правее. Для удобства по-
строений решено расширить расчетный диа-
пазон до 70 шагов по ψm (от –3 до 204). Искомая 
точка перегиба функции (28) обнаруживается в 
интервале доходностей портфеля [1,451; 1,475]. 
Точное значение будет: r * = 1,4554 %1.

Руководствуясь статистикой денежного 
рынка за соответствующий период, найдем 
значение безрисковой ставки: rf = 0,81 %.

Далее произведем расчет параметра доход-
ности для точки касания, используя ту же про-
цедуру оптимизации, что и в предыдущем при-
мере. Получаем значение 0,372 %. Видно, что 
данное значение ниже значения безрисковой 
ставки. При этом если в оптимизатор доба-
вить условие поиска значения ставки доходно-
сти портфеля не ниже принятого значения rf, 
«Поиск решения» уведомляет о невозможности 
найти решение, и в качестве суррогата реше-
ния (лучшего приближения) выдается значение 
1,4554 %, то есть значение ставки, соответству-
ющее точке перегиба. Это означает, во-первых, 
что значение 0,372 % соответствует не интере-

1 Здесь и далее в примере 2 временнáя размерность про-
центных ставок — проценты в месяц.

сующей нас касательной, которая проводится 
к другой ветви параболы, во-вторых, искомое 
значение r0 параметра доходности в точке каса-
ния лежит правее точки перегиба функции (28). 
Следовательно, оправдан будет переход к алго-
ритму 3.2, изложенному в п. 2 настоящей статьи.

Изменим вид аппроксимирующего поли-
нома (см. выражение (22)). Для этого построим 
регрессию σ(r) на переменные r, r2 exp(kr) и r3. 
Параметр k определяется экспериментально 
с учетом качества коэффициентов регрессии. 
Также при его подборе полезно наблюдать по-
ложение точки перегиба графика получаемой 
кривой s(r). Осуществив ряд экспериментов, 
мы получили k = 0,2505. Оценка коэффициен-
тов регрессии изложена в таблице 6.

Значение суммы квадратов остат-
ков на число степеней свободы составляет 
MS = 0,0029, а F-статистика для регрессион-
ного уравнения в целом составляет 83401. 
Таким образом, качество приближения регрес-
сионного уравнения к исходной зависимости 
σ(r) чрезвычайно высокое.

Покажем вид получившейся функции:

s(r) = -21,560×r3 + 36,962×r2×exp(0,2505r) -
-  39,369×r + 16,778.

Используя выражения (24), (25) и (26), приме-
ним оптимизатор «Поиск решения» и найдем 
первую координату: r0 = 2,2683 %. Видно, что 
искомая координата доходности касательного 
портфеля находится правее точки перегиба ис-
ходного полинома. Рассчитаем значение вто-
рой координаты подстановкой получившегося 
значения в формулу (25): s0 = 11,545 %.

Наконец, можно показать график касатель-
ной (рис. 6).

Определим структуру касательного порт-
феля (выражение (12)):

g01 = 217,256 %; g02 = 32,833 %; g03 = -150,089 %.

Для оценки точности полученного резуль-
тата рассчитаем параметры касательного порт-

Таблица 4
Структура портфелей, соответствующих границе допустимого множества, и расчетные показатели их 

риска и доходности
g1 0,161 0,194 0,228 0,262 0,295 0,329 0,363 0,396 0,430 0,464 0,497 0,531 0,565 0,598
g2 0,058 0,063 0,067 0,072 0,076 0,081 0,085 0,090 0,094 0,099 0,103 0,1078 0,112 0,117
g3 0,781 0,743 0,705 0,667 0,629 0,590 0,552 0,514 0,476 0,438 0,400 0,361 0,323 0,285

Σ gi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ψ –3 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
σ2

p 9,800 9,764 9,800 9,909 10,090 10,344 10,670 11,069 11,541 12,085 12,701 13,390 14,152 14,986
rp 0,823 0,847 0,871 0,895 0,919 0,944 0,968 0,992 1,016 1,040 1,064 1,089 1,113 1,137
σp 3,130 3,125 3,130 3,148 3,176 3,216 3,267 3,327 3,397 3,476 3,564 3,659 3,762 3,871

Таблица 5
Оценка коэффициентов регрессии

Обозна-
чение

Коэффи-
циенты

Стандартная 
ошибка

t-стати-
стика

d 14,31314 0,151497 94,47809
c –30,5838 0,468438 –65,2889
b 25,44901 0,480324 52,98303
a –5,8286 0,163338 –35,6842
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феля для найденных значений g0i: 0̂ 2,268,r =  
0ˆ 11,624.s =

Погрешности результата (формулы (15) и 
(16)) составляют:

Dr = 0,0 %; Ds = 0,6875 %.

4. Заключение

В работе представлен и проиллюстрирован 
метод определения параметров касательного 
портфеля — его структуры (долей входящих в 
него активов), доходности и риска. В ходе по-

Таблица 6
Оценка коэффициентов регрессии

Обозна-
чение

Коэффи-
циенты

Стандартная 
ошибка

t-стати-
стика

d 16,7776 0,70799 23,69751
c –39,3689 1,731363 –22,7387
b 36,96248 1,474067 25,07518
a –21,5595 0,871386 –24,7417

строения данного метода авторами решена 
проблема получения аналитического выраже-
ния зависимости s(r), описывающей анализи-
руемый сектор достижимого множества порт-
фелей. Предложенные выражения такой зави-
симости — формулы (6) и (22) — характеризу-
ются значительной степенью приближения к 
фактической (наблюдаемой) зависимости σ(r), 
что подтверждается высоким качеством пока-
зателей уравнений регрессии.

Авторы показали, что при построении каса-
тельной к эффективному фронту r(s) при вы-
боре в качестве аппроксимаций выражения (6) 
возникает проблема невозможности нахожде-
ния точки касания вследствие ее нахождения 
поблизости или правее точки перегиба функции 
(6). Именно для данного случая авторами было 
предложено выражение (22) в качестве лучшей 
аппроксимации наблюдаемой зависимости, так 
как использование данного выражения позво-
ляет «сдвинуть» точку перегиба вправо. Кроме 
того, подчеркнем, что невозможность исполь-
зования для построения касательного портфеля 
выражения (6) в качестве аппроксимации гра-
ницы достижимого множества портфелей и не-
обходимость использования его модификации 
(22) может диктоваться более высоким уровнем 
принимаемой в расчете безрисковой процент-
ной ставки. Таким образом, в представленной 
работе разработан алгоритм расчета параме-
тров касательного портфеля для различных слу-
чаев наблюдаемой зависимости σ(r) и уровней 
безрисковой ставки rf.

Рис. 6. Касательная к эффективной границе в 
координатах r(s)
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