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ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ

МАКРОЭКОНОМИКА C ХИМИЧЕСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ

Д. Н. Качевский

В рамках термодинамического подхода к макроэкономике для идеальной макроэкономической 
системы, подчиняющейся статистике Бозе — Эйнштейна с ненулевым химическим потенциалом, 
построено уравнение состояния системы. Показано, что в определенные периоды экономика США 
XX в. подчинялась этой статистике и удовлетворяла полученному уравнению состояния. Показано, 
что федеральный бюджет США имеет кластерную структуру. Имеют место два вида кластеров: 
n-кластеры и µ-кластеры, обладающих различными свойствами, при этом имеет место чередо-
вание кластеров различного вида. Каждый из кластеров соответствует определенному темпу па-
дения рентабельности при росте затратной части федерального бюджета. С течением времени 
темп этого падения у n-кластеров уменьшается, а у µ-кластеров остается неизменным.

Введение

В работе [2] для описания макроэкономиче-
ских систем (МКЭС) применялся термодина-
мический метод [4, 5]. Рассматривалась модель 
идеальной равновесной бозе-МКЭС тождест-
венных предприятий, распределение энергии 
которых представлялось статистикой Бозе — 
Эйнштейна. Предполагалось, что изменение 
числа предприятий N системы не связано с ра-
ботой системы, а значит, химический потен-
циал µ мог считаться равным нулю. 

Первое начало термодинамики представля-
лось в стандартной форме δQ = δU + δA, описы-
вающей ситуацию, когда малое увеличение те-
пла в системе на величину δQ расходуется на 
увеличение внутренней энергии системы dU, и 
на совершение системой работы δA = DdC по 
увеличению C — объема рынка (совокупного 
спроса) на величину dC. Здесь D = N/xr — де-
ловая активность (число предприятий на еди-
ницу совокупных затрат МКЭС в режиме функ-
ционирования МКЭС с максимальной рента-
бельностью, см. [3]).

Понятие теплоты МКЭС связывается с те-
плотой экономических отношений — уровнем 
экономических и информационных свобод.

Экономический смысл внутренней энергии 
предприятия связан со способностью пред-
приятия осуществлять оптимизацию своей 
деятельности. С ростом скорости оптими-
зации растет и внутренняя энергия (прямая 
пропорциональность имеет место только при 
значении иерархического параметра n = 1). 
Оптимизация в таком случае рассматривается 
в широком значении — как оптимизация тех-
нологических процессов, оптимизация финан-

совых потоков и планов, изменение удельных 
весов различных производственных факторов, 
влияющих на структуру производственной 
функции предприятия и др.

Процесс оптимизации может быть направ-
лен на достижение максимального значения 
прибыли, рентабельности, минимизации на-
логовых отчислений, достижения определен-
ного уровня социально значимых факторов 
и др. 

Следствием модели явилась необходимость 
существования линейных кластеров — участ-
ков с линейной зависимостью логарифмов со-
вокупных затрат и рентабельности инвести-
ций. Каждый кластер характеризовался фикси-
рованным значением иерархического параме-
тра n. Такие n-кластеры, действительно, были 
обнаружены в экономике США в период 1901–
2011 гг. В то же время, отдельные участки ука-
занных зависимостей, несмотря на свою ли-
нейность, не могли быть описаны линейными 
n-кластерами. Так, например, линейный кла-
стер, соответствующий последнему двадцати-
летию, оказался не подлежащим указанному 
описанию, поскольку для его идентификации 
линейным n-кластером необходимо было бы 
выйти за рамки принятых ограничений на ие-
рархический параметр 0 < n < 1. 

В настоящей работе указанное ограниче-
ние оказалось возможно преодолеть с помо-
щью введения в рассмотрение отличного от 
нуля химического потенциала µ. При этом 
для равновесного состояния МКЭС первое 
начало термодинамики представляется в 
форме δQ = δU + δA − µdN, где последнее сла-
гаемое представляет неотрицательную ра-
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боту системы по созданию новых предприя-
тий (µ < 0). 

Вводится описание нового объекта МКЭС-
линейных µ-кластеров. На примере эконо-
мики США показано, что не только кластер по-
следнего двадцатилетия является линейным 
µ-кластером, но такой кластер соответствует 
также и периоду 1917–1939 гг. Имеет место че-
редование n- и µ-кластеров. Показано, что в 
линейных µ-кластерах не остается фиксиро-
ванным значение иерархического параметра, 
но остается практически неизменным наклон 
этих кластеров (темп уменьшения рентабель-
ности инвестиций при увеличении их объема).

Оба рассмотренных типа линейных класте-
ров описывают процессы уменьшения рента-
бельности инвестиций при росте объема фи-
нансирования МКЭС. Различные типы линей-
ных кластеров характеризуется разными тем-
пами такого уменьшения. Поведение МКЭС, 
соответствующее рассмотренным кластерным 
структурам, может быть названо дыханием 
МКЭС, причем n- и µ-кластеры при этом могут 
быть отнесены к фазам выдоха, в то время как 
рост рентабельности инвестиций при увеличе-
нии их объема следовало бы, соответственно, 
назвать фазами вдоха.

1. Уравнение состояния МКЭС  
с химическим потенциалом

Рассмотрим равновесное состояние бозе-
МКЭС с химическим потенциалом µ, отличным 
от нуля, тогда первое начало термодинамики 
принимает вид δQ = δU + δA − µdN, где послед-
нее слагаемое представляет неотрицательную 
работу системы по созданию новых предпри-
ятий (µ < 0).

Малое увеличение тепла МКЭС на вели-
чину δQ расходуется на внутренней энергии 
dU, а также на совершение положительной ра-
боты по увеличению объема рынка (спроса) 
δA = DdC и положительной работы по созда-
нию новых предприятий −µdN. 

Для внутренней энергии каждого пред-
приятия остается прежнее значение [2], e = 
= (−p/m)n/n) с каноническим импульсом p, отри-
цательное значение которого связано с умень-
шением канонической координаты q-ошиб- 
ки инвестирования, в процессе выравнивания, 
т. е. в процессе перехода МКЭС в равновесное 
состояние при стремлении системы к опти-
мальному значению экономических параме-
тров, по которым проводится оптимизация [3]. 

Итак, внутренняя энергия каждого пред-
приятия, согласно [2, (2.36)], для случая µ < 0 
выбирается в виде

1 ,
n

p
n m

 e = ⋅ −    
                     (1.1)

а внутренняя энергия МКЭС, согласно [2, (2.37)], 
представляется как

( )( )
( )

( ) 1
1

,

exp 1

kR

n

n

g d
U

h e
n p m dg

h p m
nkR kR

e−µ

e Γ
= =

−

− Γ
=

 − µ − − 
 
 

∫

∫          (1.2)

и после интегрирования по всему фазовому 
пространству принимает вид:

( )
( )

0

0

1 1 1

1 1
0

(1 )( )
( )

exp 1

,
exp 1

C n

n

n n

n

n p m dpg
U dq

h p m
nkR kR

kRCmg x dx
h x an

−∞

+ ∞

−

−
= =

 − µ  − −   

=
− −

∫ ∫

∫   (1.3)

где 

1 ,
n

p
x

nkR m
 ≡ −    

 0.a
kR
µ

≡ <             (1.4)

Поскольку химический потенциал предпо-
лагается отрицательным во внутренних точ-
ках области интегрирования, подинтегральная 
функция оказывается ограниченной. 

Для вычисления интеграла воспользу-
емся частным случаем табличного интеграла, 
3.411(6) [1], 

1

1 1
0

( ) ( , ;1),
x

x dx
F

e

∞ ν−

= Γ ν ⋅ λ ν
−λ∫  

либо  

либо  

( 1, 1, Re 0;

1, Re 1),

λ ≤ λ ≠ ν >

λ = ν >           (1.5)

тогда для внутренней энергии системы имеет 
место выражение

( )
( )

( )

1 1 1

1 1
0

1 1 1

1 1
0

exp 1

,

n n

n

n n
a

n x a

kRCmg x dx
U

h x an

kRCmg x dx
e

h e en

+ ∞

−

+ ∞

−

= =
− −

=
−

∫

∫      (1.6)

и, с учетом обозначений (1.4), внутренняя 
энергия системы оказывается равной

( )1 1

1 11 1

1 11 ,1 ;1 .
n

kR kR
n

kRCmg
U e F e

h n nn

+ µ µ

−

    = Γ + ⋅ +       
(1.7)

Вырожденная гипергеометрическая функ-
ция может быть представлена рядом
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экономико-математическое моделирование экономических процессов
экономико-математическое моделирование экономических процессов

( )1 1

2 3

, ; ( , ; )

( 1) ( 1)( 2)1 ...
1! ( 1) 2! ( 1)( 2) 3!

F x y z x y z

x z x x z x x x z
y y y y y y

≡ Φ =

+ + +
= + + + +

+ + +
(1.8)

Для числа предприятий МКЭС, согласно [2, 
(2.47)], имеет место выражение

( )
.

1kR

g d
N

h e e−µ

Γ
=

−∫                   (1.9)

Интегрирование по всему фазовому про-
странству, аналогично (1.3), приводит к выра-
жению

( )

( )

1 1 1

1 1
0

1

1 11 1

1 1, ;1 .

n n

n x aa

n

a
n a

m kRgC x
N dx

h e en e

kRCmg
F e

h n nn e

∞ − +

− −

− −

= =
−

     = Γ ⋅        

∫

     (1.10)

Поскольку при фиксированных значениях 
объема рынка C и общем числе предприятий 
N химический потенциал оказывается завися-
щим только от абсолютной рентабельности R, 
рассмотрим предельную ситуацию, когда хи-
мический потенциал µ → 0, при этом параметр 
a → 0, тогда предельное значение абсолютной 
рентабельности R0 может быть представлено в 
виде

( ) ( )0
1 1

1 ,
1 1,1 ;1

n
Nhn

R
nk gCm n F n

  =   Γ ⋅ 
 (1.11)

а внутренняя энергия системы может быть за-
писана в виде

( )1
1 1

0
1

1 1

1,1 ;1
.

11, ;1

kRn

n kR

F eR R nU NkR
n e F

n

µ

−µ

  +   = ⋅     

(1.12)

При этом выражение (1.11) для общего чи-
сла предприятий системы можно представить 
уравнением

1

1 1 1 1
0

1 11, ;1 , ;1 .
n

kR kRR
F e F e

n R n
µ µ

      = ⋅ ⋅         
 (1.13)

Уравнение неявно определяет химический 
потенциал µ. 

Для нахождения термодинамического 
W-потенциала воспользуемся формулой [2, 
(2.33)]:

( )( )ln 1 .kRkgR
U RS e d

h
µ−eΩ = − −Φ = − Γ∫  (1.14)

Интегрируем по всему фазовому простран-
ству: 

( )0

0

ln 1 exp .
nC p mkgR

dq dp
h kR nkR

−∞

    − µ    Ω = − −            
∫ ∫ (1.15)

Интегрирование по импульсу проводим по 
частям, учитывая, что внеинтегральный член 
обращается в нуль, как на верхнем, так и на 
нижнем пределах: 

( ( )

( )

1
1 1

1 1
0

1
1

1
0

1 1

1
0

1 1 1

1 1
0

( ) ln 1 exp

( ) ln 1

( )
1

( )

n
n

n

n
na x

n

n n
a x

n a x

n na

n x a

kgRCm kR
x a x dx

hn

kgRCm kR
e dx

hn

kgRCm kR x
e dx

ehn

Cmg kR e x
n dx nU

e ehn

∞
− +

−

∞
−

−

∞
−

− −

∞+

−

 
 Ω = − − = 
  

 
 = − = 
  
 
 = − = −  
 
 = − = − −  

∫

∫

∫

∫ (1.16)

Учитывая также равенство Ω = −DC, урав-
нение состояния вырожденной МКЭС может 
быть представлено в виде

( )1 1

1 11

1 11 ,1 ;1 ,
n

kR kR
n

kRmg
D e F e

h n nn

+ µ µ

−

    = Γ + ⋅ +       
(1.17)

или, вводя параметр R0 в соответствии с фор-
мулой (1.12) и исключая параметр mg / h, полу-
чаем новую форму уравнения состояния МКЭС, 
и вместе с уравнением (1.14), определяющим 
неявно химический потенциал, получаем сис-
тему уравнений

( )
( )

1

1 1

0 1 1

,1 1 ;1
,

1,1 ;1

kRn
kR

F e nR
DC NkR e

R F n

µµ +  =    
1

1 1 1 1
0

1 11, ;1 , ;1 ,
n

kR kRR
F e F e

n R n

µ
µ

      = ⋅ ⋅         
 (1.18)

которая может быть названа общим уравне-
нием равновесного состояния бозе-МКЭС.

Заметим, что из уравнений (1.19) следует 
симметричная форма уравнения состояния 
бозе-МКЭС.

( )1 1 1 1,1 1 ;1 ,1 ;1 .kR kRDC NkR F e n F e n
µ

µ  = +   
(1.19)

2. Оценка величины химического 
потенциала МКЭС 

Представим второе уравнение общего урав-
нения состояния бозе-МКЭС (1.18) в виде

1

0
1 1 1 1

1 11, ;1 , ;1 ,
n

kR kRR
F e F e

n R n
µ µ

       = ⋅         

0 1x< ≤                             (2.1)

и, после введения обозначений, представим 
как

( , ;1);q x x y= Φ  ( )
1

1 1 0

11, ;1 ,nq F R R
n

 ≡    

,kRx eµ≡  1 / ;y n≡ 1 .y x y≥ ⇒ ≤        (2.2)
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Поскольку для введенных переменных вы-
полняется свойство

( ) ( ) ,( 0, 1),x p y p x y a p a+ + ≥ ≡ > ≤    (2.3)

то для вырожденной гипергеометрической 
функции имеют место легкопроверяемые не-
равенства:

( )

( )
2

exp ( , ; ) 1 1

exp 1 ,

zxz x
x y z e

y y

x x
x q x e

y y

  < Φ < + − ⇒   
  ⇒ < < + −   

  (2.4)

откуда для параметра x имеет место неравен-
ство

( )
2

exp 1 ,x x
x q x e

y y

  < < + −   
         (2.5)

решая которое относительно x, с использова-
нием функции Ламберта, для химического по-
тенциала получаем оценку

2 4 ( 1)
,

2( 1)
y y yq e q

x yLambertW
e y

 − + + −  < <   −  
 (2.6)

или

1
1 1 0

1

1

0
1 1 2

1 1 4 ( 1) (1,1 ,1)( )
ln

2 ( 1)

1 1ln (1, ,1) .

n

n

n e F n R R
M

n e

R
LambertW n F M

kR n n R

 − + + − ≡ < 
− 

 
     µ      < < ≡          

В качестве оценки химического потенциала 
может быть выбрана величина

( )1 2 2.kR M Mµ ≈ +                  (2.7)

Здесь y = LambertW(x) — функция Ламберта, 
удовлетворяет алгебраическому уравнению 

( ), 1 .yy e x y⋅ = ≥−  

3. Оценка параметров уравнения 
состояния

Представим первое уравнение общего урав-
нения состояния бозе-МКЭС (1.18):

( )
( )

1

1 1

0 1 1

,1 1 ;1
,

1,1 ;1

kRn
kR

F e nR
DC NkR e

R F n

µµ +  =    

0 1;n< ≤
в виде

( ), ;1 ,DC NkR q x x y= ⋅ Φ                 (3.1)
1

0
1 1

11, ,1 ,
nR

q F
R n

     ≡        
 ,kRx eµ≡  1 1 ;y n≡ +

0 1,x< ≤  2 .y x y≥ ⇒ ≤              (3.2)

Поскольку для введенных переменных по-
прежнему выполняется свойство (2.3), после 
простых преобразований для оценки выро-
жденной гипергеометрической функции, в со-
ответствии с уравнением состояния (3.1) полу-
чаем оценку 

2 2 2

1 2

2 2

2

( 1)( 2) 2 2exp 1
2 2( 1)( 2)

( 1) ( 2) .
( 1)

R x x x y x x
L x

q y y yy y x

DC R x x x
x e L

Nk q y y y

    + + + +  ≡ + + − − <     + + + +   
  + < < + + − ≡  +  

 
(3.3)

Здесь параметры q, x, y определяются тожде-
ствами (3.2), в то время как значение химиче-
ского потенциала µ оценивается выражением 
(2.7) со значениями параметров q, x, y опреде-
ленными тождествами (2.2).

Уравнение состояния идеальной бозе-МКЭС 
с достаточной точностью может быть записано 
как 

( )1 2 2,DC Nk L L= +                 (3.4)

где параметры L1, L2 соответствуют нижней и 
верхней границам неравенства (3.3).

Проведем также оценку уравнения состоя-
ния бозе-МКЭС в форме (1.17). В обозначениях 
(3.2) оно имеет вид

11 ( , ;1),nD QR x x y
+

= Φ  
11

2

( ) 1 .
nmg nk

Q
nhn

+  ≡ Γ    
 (3.5)

С учетом оценки для вырожденной гипер-
геометрической функции имеет место нера-
венство 

2 2 2

1 2

1 2 2
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( 1)( 2) 2 2exp 1
2 2( 1)( 2)

( 1) ( 2) .
( 1)n

x x x y x x
S x

y y yy y x

DQ x x x
x e S

y y yR

−

+

    + + + +  ≡ + + − − <     + + + +   
  + < < + + − ≡  +  

(3.6)

При этом приближенная форма уравнения 
состояния бозе-МКЭС (3.5) может быть пред-
ставлена в виде

11

1 2

1 ( ).
2

nD QR S S
+

≈ +                (3.7)

Здесь параметры, стоящие в скобках и опре-
деленные выражением (3.6), зависят от абсо-
лютной рентабельности R посредством зави-
симости от нее параметра x, как напрямую, так 
и через зависимость химического потенциала, 
согласно формулам (3.2) и (1.13).

Полученная форма уравнения состояния 
(3.7) отличается более сложной зависимостью 
деловой активности D от абсолютной рента-
бельности, чем аналогичное уравнение для 
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бозе-МКЭС с нулевым химическим потенци-
алом [2, (2.45)], которое для сравнения можно 
представить в виде

11 11 .nD QR
n

+  = ς +    
                 (3.8)

4. Логарифмическая линеаризация 
уравнения состояния

В отличие от уравнения состояния бозе-
МКЭС с нулевым химическим потенциалом 
(3.8), которое после логарифмирования приво-
дилось к линейной форме зависимости lnD от 
lnR — уравнение состояния (3.7) с отличным от 
нуля химическим потенциалом — ввиду слож-
ной зависимости множителя в скобках от абсо-
лютной рентабельности R, вообще говоря, не 
должна линеаризоваться в дважды логариф-
мических координатах. Покажем, однако, что 
в рассматриваемом приближении такая лине-
аризация оказывается возможной.

Действительно, логарифмируя уравнение 
(3.7) с учетом определения деловой активно-
сти D = N/xr как отношения числа предприятий 
(производственных единиц) N к потоку xr сово-
купных затрат МКЭС при работе в режиме мак-
симальной рентабельности [3] получаем выра-
жение

( )1ln 1 ln ln expln ;rx R S R
n

 = ν− + −   
 

1 2

2( ) ; ln .N
S R S S

Q
≡ + ν ≡            (4.1)

Зависимость ln( )rx −ν  от ln R lr≡  практи-
чески оказывается линейной. Действительно, 
рассмотрим, например, случай v = 14,5; 
−0,4 ≤ lr ≤ 0,2; R0 = 0,28. Соответствующая по-
верхность представлена на рис. 1. Цилиндри-
ческая поверхность при фиксированном зна-
чении 0 < n ≤ 1 определяет линейную образу-
ющую. 

Таким образом, уравнение (4.1) фактически 
представляет собой линейную зависимость lnxr 
от lnR. Более того, множитель, стоящий перед 
lnR, зависящий от n, в уравнении (4.1), ниве-
лируется последним слагаемым lnS(R) правой 
части уравнения таким образом, что угол на-
клона прямой (4.1) остается практически по-
стоянным, не зависящим от иерархического 
параметра n. 

Таким образом, прямая (4.1) в дважды лога-
рифмических координатах (lnxr, lnR) представ-
ляет выделенное направление, не зависящее 
от иерархического параметра n. В окрестности 
прямой формируется µ-кластер. На рис. 2 два 

таких кластера — второй и четвертый (отсчет 
слева направо), представлены двумя парал-
лельными полосами. Они отличаются от n-кла-
стеров, рассмотренных в работе [2] тем, что на-
клон последних к оси lnxr существенно зависел 
от иерархического параметра n. На рис. 2 два 
таких n-кластера, первый и третий, представ-
лены двумя более пологими полосами. 

Рис. 1. Рисунок поверхности ln(xr) − v, в 
соответствии с (4.1) при значениях параметров 

R0 = 0,28; v = 14,5; −0,4 ≤ lr ≤ 0,2. Наклон 
образующих цилиндрической поверхности не 

зависит от значений иерархического параметра n

Рис. 2. Линейные n- и µ-кластеры федерального 
бюджета США с 1901 по 2012 гг. представлены 

в осях (lnxr, lnR), где R ≡ yr /xr — абсолютная 
рентабельность совокупных затрат. Каждая 

точка соответствует одному годовому бюджету
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Явное выражение для параметра v, опре-
деленного правым тождеством (4.1) для 
µ-кластера, средняя линия которого представ-
лена уравнением (4.1), получим подставкой 
значения N из формулы (1.10) и параметра Q 
из тождества (3.5):

1

2

2 1ln , ;1 ,
k Rn

kRCR e
e

nkn

µ
µ

    ν = Φ       

      (4.2)

где вырожденная гипергеометрическая функ-
ция определяется рядом (3.3).

5. Линейные m-кластеры федерального 
бюджета США

В работе [2] рассматривались идеальные 
равновесные состояния бозе-МКЭС с нуле-
вым химическим потенциалом. Из теории сле-
довало существование линейных кластеров 
как сосредоточения на плоскости (lnxr, lnR) в 
окрестности выделенных направлений множе-
ства точек значений логарифмов абсолютной 
рентабельности R и потоков совокупных за-
трат xr МКЭС в режиме функционирования сис-
темы с максимальной рентабельностью [3]. 

Направление линейных кластеров полно-
стью определялось значением иерархического 
параметра n. Такие n-кластеры были обнару-
жены в экономике США XX века, согласно дан-
ным федерального бюджета США, его доходной 
yr и расходной xr составляющими (в млн долл.). 
Так, на рис. 2 построен график зависимости 
lnR от lnxr, где R ≡ yr/xr — абсолютная рента-
бельность инвестиций. Два пологих n-кластера 
соответствуют первой и третьей заштрихован-
ным полосам (отсчет слева направо).

Для бозе-МКЭС с отличным от нуля хими-
ческим потенциалом имеют место линейные 
µ-кластеры с уравнением средней линии (4.1). 
На рис. 2 они представлены второй и четвертой 
параллельными полосами, пересекающими 
ось lnxr в точках 8,5 и 14,5. Их наклон одинаков 
и не зависит от значений иерархического па-
раметра n, как это имело место для n-класте-
ров (см. [2]).

Значение параметра R0 выбирается с учетом 
того, что химический потенциал отличен от 
нуля только для области значений абсолютной 
рентабельности R > R0. И поскольку рассма-
триваются возможные реализации µ-кластеров 
на временном промежутке 1901−2012 гг., в ка-
честве R0 берется минимальное на этом пери-
оде значение абсолютной рентабельности, со-
ответствующее 1919 г., т. е.

0 min 1919 0,2774022603.R R R= = =      (5.1)

Для µ14,5-кластера зависимость параметра 
v прямой (4.1) от параметра n может быть ап-
проксимирована функцией

2( ) 2 ( 0,1) ( 0,1) ,
bg a

n c n n
n

ν ≈ + − + −     (5.2)

где 0,81; 73,12; 66,61; 3,75g c a b= = = = .
Для µ8,5-кластера зависимость параметра 

v прямой (4.1) от параметра n может быть ап-
проксимирована функцией

2
2

( ) ( 0,135) ( 0,135) ,
bgc a

n n n
n n

ν ≈ − + −  (5.3)

где 1,13; 9,22; 1,05; 2,45g c a b= = = = .
Зависимость совокупного спроса C от абсо-

лютной рентабельности R совокупных затрат 
и иерархического параметра n в линейных 
µ-кластерах следует из формулы (4.2) после ее 
обращения и подстановки вместо параметра v 
выражений (5.2) или (5.3) для µ14,5-кластера и 
µ8,5-кластера, соответственно:

2

1

( )exp
,

12 exp , ;1n

n kRkn
kR

C
R

kR n

 ν −µ   
=

  µ   Φ        

           (5.4)

где явное выражение для химического потен-
циала µ определяется выражением (2.7).

Уравнение средней линии µ8,5-кластера 
(1917–1939 гг.) имеет вид

ln 0,8625(ln 8,5),rR x= − −  

( )8,05 ln 10,05 .rx< <                 (5.5)

Уравнение средней линии µ14,5-кластера 
(1991–2012 гг.) имеет вид

ln 0,96(ln 14,5),rR x= − −

( )14,3 ln 15,1 .rx< <                (5.6) 

В работе [2] рассматривались только n-кла-
стеры, для которых имело место пересечение. В 
области пересечения кластеров МКЭС одновре-
менно могла находиться в двух состояниях при 
разных значениях иерархического параметра 
n, но при одинаковом нулевом значении хими-
ческого потенциала, причем эти состояния мо-
гли быть и непоследовательными во времени. 
Каждый кластер характеризовался определен-
ным значением иерархического параметра n 
и соответствовал определенному отклику эко-
номики — темпу уменьшения рентабельности 
при росте бюджетного финансирования. 

В настоящей работе помимо n-кластеров 
вводятся новые объекты — µ-кластеры, обла-
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дающие, как отмечалось выше, свойствами, 
не присущими n-кластерам. А именно, неза-
висимостью наклона µ-кластеров от иерархи-
ческого параметра n и поэтому сохранением 
выделенных направлений на плоскости (lnxr, 
lnR) неизменными. Поэтому, учитывая, что n- 
и µ-кластеры чередуются во времени, следует 
эти кластеры разделить без их пересечения, 
как это и сделано на рис. 2, без явно выражен-
ного учета их временной связи. На рис. 3 изо-
бражены те же кластеры, но с временной по-
следовательностью вершин, (одна вершина — 
один годовой бюджет). Область, не покрывае-
мая кластерами, соответствует неравновесным 
состояниям МКЭС, связанными с процессами 
выравнивания, переходом из неравновесного 
в равновесное состояние [5].

Для приведенных на рис. 2, 3 n- и µ-кластеров 
дадим новое описание, теперь уже непересе-
кающихся n-кластеров (первый и третий кла-
стеры), нумеруя их слева направо, с указанием 
средней направляющей прямой кластера, а 
также определяя динамику совокупного спроса 
C МКЭС как функцию абсолютной рентабель-
ности R:

1) первый n-кластер (1901–1917) гг., n = 
= 0,667;

ln 2,65 0,4 ln ,rR x= − ⋅  ( )6,2 ln 9,825 ;rx≤ ≤  
3 2

0754 ;C k R=

2) третий n-кластер (1947–1990) гг., n = 0,09;

ln 0,93 0,083ln ,rR x= −  ( )7,9 ln 15,5 ;rx≤ ≤
11

073484 .C k R=

Здесь модифицированная экономическая 
постоянная Больцмана k0 определяется, как и в 
[2], выражением 0 (1 1 ) (1 ).k k n n≡ ς + ς

Второй и четвертый параллельные 
µ-кластеры, изображенные на рис. 2, 3, яв-
ляются µ8,5-кластером (1917–1939 гг.) и µ14,5-
кластером (1991–2012 гг.) с уравнениями сред-
них линий соответственно (5.5) и (5.6) и дина-
микой совокупного спроса C МКЭС, опреде-
ленной формулой (5.4) с учетом зависимости 
параметра кластеров v(n), заданной выражени-
ями (5.3) и (5.2). 

Наличие кластерной структуры федераль-
ного бюджета США подтверждает, что эконо-
мика США XX в. являлась идеальной равно-
весной бозе-МКЭС с нулевой работой системы 
по изменению числа предприятий системы 
для n-кластеров (с равным нулю химическим 
потенциалом), в период (1901–1917 и 1947–
1990 гг.); а также являлась идеальной равно-
весной бозе-МКЭС с ненулевой работой сис-
темы по изменению числа предприятий сис-
темы для µ-кластеров, (с отличным от нуля хи-
мическим потенциалом), в период (1917–1939 
и 1991–2012 гг.).

Оба рассмотренных типа линейных класте-
ров описывают процессы уменьшения рен-
табельности при росте объема финансирова-
ния МКЭС. Различные типы линейных класте-
ров характеризуется разными темпами такого 
уменьшения. Для n-кластеров со временем 
темп снижается, а для µ-кластеров темп неиз-
менен.

Поведение МКЭС, соответствующее рас-
смотренным кластерным структурам, может 
быть названо дыханием МКЭС, причем n- и 
µ-кластеры при этом могут быть отнесены к 
фазам выдоха, в то время как рост рентабель-
ности инвестиций при увеличении их объема 
следовало бы, соответственно, назвать фазами 
вдоха.

Рис. 3. Кластерная структура федерального 
бюджета США с отражением временной 

связи вершин (одна вершина — один годовой 
бюджет), характеризуется разным темпом 

уменьшения рентабельности R при росте объема 
финансирования xr
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О РАЗМЕРНОСТНОЙ ПРОБЛЕМЕ В ЭКОНОМИКЕ:  
ПРОИЗВОДСТВЕННАЯ ФУНКЦИЯ КАК ПСЕВДО ЧЕРНЫЙ ЯЩИК1

В. К. Горбунов

Рассматривается так называемая проблема размерностей, которая спорадически поднима-
ется в зарубежной и отечественной литературе относительно производственных функций (ПФ) 
и функций полезности, используемых в экономической теории и экономическом анализе. Критики 
этих функциональных моделей объявляют нелегитимным применение трансцендентных опера-
ций (логарифмирование, возведение в дробную степень) к «именованным величинам» и допускают 
только индексные варианты ПФ. В статье аргументируется ошибочность размерностных претен-
зий к фрагментам производственных функций, непоследовательность и контрпродуктивность ог-
раничения метода ПФ индексным вариантом, а также полезность последнего для преодоления вы-
числительной сложности задачи оценивания параметров функций сложных классов.

«…Папенька поднял крышку на табакерке, и что же увидел Миша? 
И колокольчики, и молоточки, и валик, и колеса... Миша удивился: 
“Зачем эти колокольчики? зачем молоточки? зачем валик с крючками?”»

В. Одоевский «Городок в табакерке» [22]

Введение
В работах Л. Вальраса [4] и других основа-

телей неоклассического анализа конца XIX в., 
а также их последователей, прежде всего 
П. Самуэльсона [25], была начата важная ра-
бота по пересмотру и развитию экономиче-
ской науки по примеру естественных наук. 
Основными ориентирами стали классические 
физика и механика, которые к этому времени 
достигли высокого уровня понимания прин-
ципов построения материального мира и ре-
шения многих прикладных проблем. Основой 
этих успехов было использование математики 
как точного и лаконичного языка описания 
сложных явлений и метода получения доказа-
тельных знаний. Однако к середине XX в. стало 
очевидно, что экономические явления обла-
дают особой сложностью, так как они опреде-
ляются людьми, обладающими волей, инди-

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ, проект № 12-01-97029.

видуальными вкусами и часто действующими 
спонтанно. Кроме того, изучение экономиче-
ских агентов (потребителей, фирм, их объеди-
нений) осложняется нестабильностью условий 
наблюдения за ними и трудностью проведе-
ния экспериментов, подобных лабораторным 
в естественных науках. Эти особенности поста-
вили перед математикой задачу создания но-
вых инструментов исследования социально-
экономических объектов.

Развитие математического направления в 
экономической науке повлекло усиленное раз-
витие некоторых классических областей мате-
матики, прежде всего, нелинейного анализа и 
экстремальных задач. При этом также возник-
ли новые дисциплины для изучения целена-
правленных регулируемых или саморегулиру-
емых объектов — теория игр и теория приня-
тия решений (исследования операций), а также 
принципиально новые инструменты матема-
тического моделирования таких объектов, не 
встречающихся в природе и технических си-




