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ТЕОРИЯ ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА: АГРЕГИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
ИНДИВИДУАЛЬНОГО ПОТРЕБЛЕНИЯ1

Т. А. Козелецкая, Е. А. Герман, А. Г. Дмитриев

Указаны трудности получения функции спроса на базе функции коллективных предпочтений, 
рассматриваемой в рамках порядковой теории. В рамках количественной теории получена кривая 
коллективного спроса на благо как суперпозиция функций индивидуального потребления. 

Как известно, законом спроса принято на-
зывать утверждение об отрицательном на-
клоне кривой, связывающей количество поку-
паемого товара с его ценой. При этом принято 
различать так называемый индивидуальный 
спрос на благо (товар) и рыночный (агрегиро-
ванный, коллективный). Очевидно, что рыноч-
ный спрос формируется из множества индиви-
дуальных, а количество проданного (куплен-
ного) на рынке товара определяется суммой 
индивидуальных покупок.

Патриархи теории спроса А. Маршалл, 
Дж. Хикс считали, что в прикладном отноше-
нии построение модели рыночного спроса 
важнее, чем индивидуального [13, с. 104, 128]. 
Подобная точка зрения находит поддержку и в 
наше время. Ее сторонники полагают, что мо-
дель коллективного спроса важна для постро-
ения теории общего экономического равнове-
сия, основы которой заложены Л. Вальрасом. 
Сегодня можно сомневаться в существовании 
общего экономического равновесия хотя бы 
потому, что в теории рассматриваются разные 
модели экономического роста и многие во-
просы формирования цен (теории цены) ждут 
своего решения.

Тем не менее, и в условиях экономического 
равновесия и в условиях экономического роста 
потребительский спрос (индивидуальный и аг-
регированный) остается определяющим фак-
тором развития экономики.

При анализе поведения покупателя в рам-
ках представлений порядкового (ординалист-
ского) подхода принято считать, что индиви-
дуальный потребитель максимизирует «свою» 
функцию предпочтения (функцию порядковой 
полезности). Теоретически условия максимума 
этой функции при наличии бюджетных огра-
ничений и определяют его индивидуальный 
спрос на разные блага. Порядковых функций 
полезности предложено много (их подборку 
можно найти, например, в работе [11]). Их мно-
гочисленность приводит к мысли о целесоо-
бразности и правомерности их рассмотрения 
1	Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, 
проект №11-06-00319-а «Математические модели поведе-
ния агентов рыночных отношений».

в качестве математических моделей. Отметим, 
что только для степенной мультипликативной 
функции задача об условном максимуме дове-
дена до конечного результата — Стоуном [15] 
получена одна из возможных функций инди-
видуального спроса. 

Попытки представить коллективный спрос 
на благо через функцию коллективных пред-
почтений («агрегирование покупателей») 
вскрыли ряд противоречий. Приведем одно 
из них [14]. Оказалось, что необходимым и до-
статочным условием корректного агрегирова-
ния является «выпрямление» кривых Энгеля, 
причем все индивидуальные прямые Энгеля 
должны быть параллельными. Это, как из-
вестно, не соответствует действительности. 
Уравнения для кривых Энгеля получены в ра-
боте [10]. 

Более подробно современное состояние 
проблемы агрегирования покупателей отра-
жено в ряде публикаций В. К. Горбунова [2-6]. 
Совокупность обнаруженных трудностей дает 
основание говорить о кризисе теории. Речь 
идет о кризисе в рамках порядкового подхода. 

В рамках представлений количественного 
подхода вопрос остается открытым. 

Как известно, интерес к количественной те-
ории угас еще в тридцатые годы прошлого сто-
летия по причинам метрологического содер-
жания. Для так называемых прямых измере-
ний не существует метрологического эталона 
полезности, а для косвенных измерений тогда 
не было уравнения, связывающего полезность 
с другими измеряемыми величинами. 

Возрождение количественного подхода, 
можно сказать, началось предложением диф-
ференциального уравнения кардиналистской 
полезности (удовлетворенности) (ДифУрУ) в 
диссертации [12], психофизического его обо-
снования в [9] и получением двухпараметриче-
ского (бипараметрического) уравнения удов-
летворенности (кардиналистской полезности) 
(БиПарУУ) и функции индивидуального потре-
бления (ФИП) в [8].

В рамках возрожденного количественного 
подхода учитывается индивидуальность по-
купателя. Его субъективные особенности вос-
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приятия того или иного блага в перечисленных 
выше уравнениях отображены соответствую-
щими коэффициентами и величинами.

К ним относятся: 
—	k и ki — коэффициенты удовлетворения от 

потребления блага (в ДифУрУ и в БиПарУУ);
—	M — доход индивидуального потребителя 

(в ФИП);
—	q0 — уровень нейтрального потребления 

блага (в БиПарУУ и в ФИП);
—	qsat — уровень насыщенного потребления 

(в ФИП);
—	δ — коэффициент выбора (в ФИП):

1

,
L

i
i

k

k
=

δ =

∑
                               (1)

где: L — число потребляемых благ.
Естественно, при «агрегировании» инди-

видуальных потребителей необходимо учи-
тывать индивидуальность каждого из них, что 
приводит к необходимости учитывать стати-
стические распределения персон по соответст-
вующим параметрам.

В данной работе мы получим кривую поку-
пок блага множеством его потребителей (за-
висимость количества купленного блага от его 
цены на рынке конечного потребления), по-
строив ее при использовании ряда упрощаю-
щих предположений.

Воспользуемся результатами, полученными 
нами ранее в [8]. 

Функция индивидуальных покупок
При конечном потреблении (покупки без 

спекулятивных перепродаж) зависимость ко-
личества покупаемого блага (q) от его цены (с) 
— (ФИП)1 имеет вид: 

 при  где 

 при , где 

 при 

 δ ⋅ < < =δ⋅ δ ⋅= < < = >

 (2)

где: qsat 2 — количество блага, полностью удов-
летворяющее потребность индивида в нем; csat 
— цена, при которой покупатель в состоянии 
купить такое количество блага; q0 — уровень 
нейтрального потребления (при q < q0 вместо 
удовлетворенности от потребления блага по-

1	В контексте работы [8] ее называли функцией индивиду-
ального потребления. В контексте данной работы покупки 
без цели спекулятивных перепродаж означают конечное 
потребление. 
2	Верхний индекс «sat» от англ. saturation — насыщение.

требитель ощущает раздражение); ccr — цена, 
при достижении которой индивид перестает 
покупать благо, так как потребление его в ко-

личестве 0cr

M
q q

c
δ

= <  вместо удовлетворения 

вызывает раздражение (отрицательная полез-
ность [9]); произведение (δ·M) — представляет 
собой расходы покупателя на приобретение 
данного блага при ценах на него в диапазоне 
csat < c < ccr. Это произведение можно называть 
также допустимыми расходами на благо или 
выделенным на благо бюджетом. Для кратко-
сти далее будем обозначать его как D, т. е. (δ·M 
≡D).

Графическое изображение этой функции 
приведено на рис 1. 

На кривой индивидуальных покупок име-
ются три ценовых диапазона. 

Первый: 0 < c < csat (насыщенное потребле-
ние). При таких ценах количество потребляе-
мого блага не зависит от цены и равно количе-
ству (qsat), необходимому для полного удовлет-
ворения потребности конкретного покупателя 
в этом благе. При этом фактические расходы 
на покупку блага будут зависеть от его цены 
( ( )sat satD c q c= ⋅ ).

Второй: csat < c < ccr (эластичное потребле-
ние). При таких ценах количество покупаемого 
блага зависит от его цены по гиперболическому 
закону. Изменение дохода покупателя (M) и 
его предпочтений, вкусов, пристрастий и т. п., 
(учитываются коэффициентами удовлетво-
рения ki, которые определяют и коэффициент 
выбора δ) приводит к изменению потребления. 
Математически это отображается «переходом» 
на другую гиперболу, соответствующую но-

вому произведению 

1

.
L

i
i

k
M M D

k
=

δ ⋅ = ⋅ ≡

∑
 

По мере роста цены на участке эластичного 
потребления количество потребляемого блага 
уменьшается. Как только оно достигает уровня 
нейтрального потребления (значения q0) ощу-
щение удовлетворения3 от потребления блага 
сменяется на ощущение раздражения4. Это 

происходит при критической цене 
0

.cr M
c

q
δ ⋅

=

Третий: c > ccr (отказ от потребления). 
Покупатель перестает покупать данное благо. 

Скачкообразное падение до нуля потребле-
ния данного блага ведет к перераспределению 
дохода (изменяются коэффициенты удовлет-

3	Положительная полезность. 
4	Отрицательная полезность.
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ворения ki), естественно, в пользу более деше-
вого продукта, предназначенного для удовлет-
ворения той же потребности. Эти соображения 
дали возможность построить количественную 
модель эффекта Гиффена [8] (увеличение по-
требления блага с ростом его цены). 

Функция коллективного спроса  
(кривая продаж)

Очевидно, что индивидуальность каждого 
покупателя формально отображается множе-
ством персонифицированных параметров, 
перечисленных выше и представленных в (1) 
и (2). При «агрегировании» покупателей сле-
дует учитывать распределения персон по ка-
ждому из этих параметров, т. е. рассматри-
вать распределение персон по коэффициентам 
удовлетворения k; распределение персон по 
уровню нейтрального потребления q0; и рас-
пределение персон по доходу M. Из этих рас-
пределений только последнее может рассма-
триваться как установленное теоретически [1] 
(логарифмически нормальное распределение) 
и подтвержденное сравнением с эмпириче-
скими данными [7, 12]. По поводу других рас-
пределений достоверная информация отсутст-
вует. Остается использовать предположения.

Начнем с самого простого. Будем считать, 
что распределения персон по параметрам, 
определяющим функцию индивидуального 
потребления — равномерное. 

Равномерным будем считать распределение 
персон по насыщающему количеству блага qsat 
с плотностью распределения φ(qsat): 

( )
 при 

 при 

   ∈    −φ =  ∉       (3)

где 1
satq  и 2

satq  — граничные значения на-
сыщающего количества блага.

Равномерным будем считать распре-
деление персон по нейтральным уровням 
потребления q0 с плотностью распределе-
ния φ(q0): 

( )
 при 

 при 

  ∈   −φ =  ∉  

        (4)

где q01 и q02 — и граничные значения ней-
трального уровня потребления.

Равномерным будем считать распреде-
ление персон по выделенным бюджетам 
на данное благо с плотностью распределе-
ния φ(D):

( )
 при 

 при 

  ∈   −φ =  ∉  

        (5)

где D1 и D2 — граничные значения бюджета на 
покупку блага. 

Существование граничных значений ука-
занных величин дают возможность на графи-
ческом поле «цена — количество» четко указать 
область расположения множества кривых ин-
дивидуального потребления. Для этого доста-
точно указать граничные значения q0 и фраг-
менты кривых индивидуального потребления, 
соответствующие граничным значениям qsat и 
D (рис. 2), на котором указаны также важные 
для последующего изложения некоторые из 
характерных значений цен ( 1 ,satc  2 ,satc  1

crc  и 2
crc ), 

при которых имеет место пересечение соот-
ветствующих кривых.

Если рассматривать изменение цены на 
благо от нуля и далее, то можно сказать следу-
ющее.

В интервале 10 satc c< <  вне зависимости от 
цены на благо каждым потребителем покупа-
ется его количество qsat, необходимое для пол-
ного удовлетворения его потребности в этом 
благе (насыщенное потребление). Этот участок 
персонифицированной кривой индивидуаль-
ного потребления расположится где-то между 
прямыми ( ) 1

satq c q=  и ( ) 2 .satq c q=
В интервале цен 1

satc ÷ 2
satc  происходит пере-

ход отдельных покупателей из состояния на-
сыщенного потребления в состояние эластич-
ного потребления. Цена блага, при которой от-
дельный покупатель переходит к эластичному 
потреблению, определяется точкой пересече-
ния персонифицированных кривых насыщен-
ного и эластичного потребления. При цене 2

satc  

Рис. 1. Кривая индивидуальных покупок конкретного 
блага
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все покупатели переходят в состояние эластич-
ного потребления.

В интервале цен 2
satc ÷ 1

crc  все покупатели на-
ходятся в состоянии эластичного потребления. 
Каждый из них покупает благо в количестве 

,D
q

c
=  определяемом не только ценой c, но и 

выделенной на покупку суммой денег, которые 
он расходует целиком.

В интервале цен 1
crc ÷ 2

crc  происходит отказ 
отдельных покупателей от потребления блага 
из-за невозможности купить его в количестве 
q > q0, когда потребление вызывает ощуще-
ние удовлетворения. Напомним, что при q < q0 
вместо удовлетворения потребитель ощущает 
раздражение [9] и поэтому перестает покупать 
благо.

Если множество кривых индивидуального 
потребления изобразить на графическом поле 

«цена — количество» (рис. 3), то при ис-
пользуемых допущениях о равномерно-
сти распределения персон по параметрам 
qsat, D и q0 все кривые окажутся в области, 
которая на рис. 3 заштрихована.

Естественно, что при ценах в интервале 
1
satc ÷ 2

satc  и интервале 1
crc ÷ 2

crc  кривые ин-
дивидуального потребления могут пере-
секаться друг с другом.

Для получения кривой коллективных 
покупок (зависимости Q(c)), достаточно 
решить задачу суммирования множества 
функций индивидуальных покупок, т. е. 
при каждом значении цены найти сумму: 

( ) ( )
1

,
N

i

Q c q c
=

= ∑                     (6)

где N — число покупателей данного блага. 
Специфика суммирования в данной за-

даче состоит в том, что число покупателей 
данного блага не остается постоянным. 
По мере возрастания цены при 1

crc c>  оно 
убывает из-за отказов от потребления. Это 
означает, что при таких ценах имеем: 

( ),N N c=  причем 0.dN
dc

<             (7)

При ценах 2
crc c>  покупателей данного 

блага нет (N = 0). Эту ситуация демонстри-
руется на рис. 4.

Учитывая, что число покупателей дан-
ного блага зависит от цены блага, сумми-
рование проведем по отдельным ценовым 
интервалам, первоначально выбрав те из 
них, где суммирование не вызывает за-
труднений (ниже п. 1; п. 2 и п. 3). Другие 
(ниже п. 4 и п. 5) подробно рассмотрим в 

последующих наших публикациях.
1.	В диапазоне цен ( 10 satc c< < ), где число 

покупателей неизменно (N = const) вне зави-
симости от цены каждый из покупателей нахо-
дится в состоянии насыщенного потребления 
( sat

i iq q= ). В результате суммирования (6) полу-
чим объем продаж данного блага, обеспечива-
ющий насыщенное потребление всех покупа-
телей

1

.
N

sat sat
i

i

Q q const
=

= =∑                    (8)

2.	В диапазоне цен ( 2 1
sat crc c c< < ) все N по-

купателей находятся в состоянии эластичного 
потребления (2), и каждый покупает благо в ко-
личестве: 

.i i i
i

M D
q

c c
δ ⋅

= =                         (9)

Рис. 2. Участки кривых индивидуальных покупок, 
соответствующие граничным значениям qsat, D и q0

Рис. 3. Область расположения кривых индивидуальных 
покупок (заштрихована)
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В этом диапазоне цен 

1

ˆ
,

N
i

i

D D
Q

c c=

= =∑                         (10)

где 
1

ˆ ,
N

i
i

D D
=

= ∑  его можно называть «бюд-

жет рынка в отношении данного блага». В этом 
диапазоне цен зависимость количества про-
данного блага от его цены — гиперболическая. 
Наклон кривой спроса отрицателен и зависит 
от цены:

2

ˆdQ D
dc c

= − .                           (11)

3.	В диапазоне цен ( 2
satc c> ) все покупатели 

перестали покупать данное благо и Q = 0.
4.	В диапазоне переходных цен ( 1 2

sat satc c c< < ) 
доход (M) некоторых из покупателей и их пред-
почтения оказываются такими, что не реали-
зуется их насыщенное потребление. Эта часть 
покупателей переходят в состояние эластич-
ного потребления. В этом — переходном — ин-
тервале цен строгое решение задачи суммиро-
вания с учетом распределения персон по соот-
ветствующим параметрам сопряжено со зна-
чительными трудностями математического 
содержания. 

Будем соизмерять значимость ожидаемых 
результатов и затрачиваемые усилия. В рамках 
данной работы не будем стремиться к установ-
лению вида этой функциональной зависимо-
сти, поскольку наш интерес к этому диапазону 
цен может быть чисто академическим, не име-
ющим отношения к интересующей нас в пер-
вую очередь проблеме количественного описа-
ния взаимодействия покупателей и продавцов. 

5.	В этом отношении наибольший инте-
рес представляет диапазон переходных цен 

1 2
cr crc c c< < , при которых происходит переход 

отдельных покупателей от эластичного 
потребления к полному отказу от покупок 
данного блага. В этом диапазоне цен, в от-
личие от рассмотренных выше, число по-
купателей данного блага непостоянно и 
уменьшается от N до нуля (7). Это обстоя-
тельство не позволяет получить аналити-
ческое выражение для этого участка кри-
вой коллективных покупок Q(c). 

Для решения этой задачи первона-
чально необходимо установить зависи-
мость числа остающихся на рынке поку-
пателей, т. е. найти N(c) и произвести не-
обходимые расчеты исходя из того, что:

( ) ( )
( )

1

.
N c

i

Q c q c
=

= ∑                      (12)

Очевидно, что, исходя из требования непре-
рывности искомой функции Q(c), она должна 
обладать следующими свойствами, обеспечи-
вающими «сшивку» ее участков на границах 
ценовых диапазонов. 

На границах диапазона 1 2 ,sat satc c c≤ ≤  т. е. 
при 1

satc c=  и 2
satc c=  должно выполняться, со-

ответственно:

( )1
sat satQ c Q=  и 

1

0
satc c

dQ
dc =

=           (13)

и

( )2
2

ˆ
sat

sat

D
Q c

c
=  и 

( )2

2

2

ˆ
.

sat sat
c c

dQ D
dc c=

= −  (14)

На границах диапазона 1 2 ,cr crc c c≤ ≤  т. е. при 
1
crc c=  и 2

crtc c=  должно выполняться, соответ-
ственно:

( )
ˆ

cr
cr

Q c  и 
( )1

2

1

ˆ

cr cr
c c

dQ D
dc c=

= −       (15)

и

( )2 0crQ c =  и 
2

0.
crc c

dQ
dc =

=               (16)

Отметим, что если принять указанные 
выше плотности распределения персон не рав-
номерными, а треугольными (распределения 
Симпсона), когда тоже можно говорить о гра-
ничных значениях соответствующих величин, 
получим аналогичные результаты. В других 
случаях, например для нормального распре-
деления Гаусса, точных граничных значений 
цен csat и ccr указать невозможно. В этих случаях 
можно будет говорить лишь о характерных це-

нах, при которых функция 
( )dQ c

dc
 отклоняется 

от зависимости (11) на некоторую величину, 

Рис. 4. Число покупателей в разных ценовых диапазонах
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Экономико-математическое моделирование экономических процессов

естественно, указав количественные критерии 
для этих отклонений.

Сказанное выше дает возможность схема-
тически представить кривую коллективного 
спроса на благо кусочно (рис. 5), указав вид 
аналитической зависимости для трех из пяти 
ценовых диапазонов. 

Заключение
Подводя итог сказанному, обратим 

внимание на важное, по нашему мнению, 
обстоятельство. 

Если рассматривать взаимодействие 
конкретного продавца товара с множе-
ством покупателей этого товара, то в ди-
апазоне цен эластичного потребления 
( 2 1

sat crc c c< < ) для любой точки на кри-
вой коллективных покупок произведе-
ние проданного количества блага (Q) на 
его цену (c) не зависит от цены продажи 

(
ˆ ˆD

Q c c D
c

⋅ = ⋅ = ). Для продавца это произ-

ведение представляет собою доход от про-

даж данного блага, который, как видим, не 
зависит от цены блага. На этом основании 
этот участок кривой коллективных поку-

пок можно считать кривой безразличия про-
давца по доходу.

Высказанные соображения, мы полагаем, 
открывают новые возможности для анализа 
механизмов ценообразования без использова-
ния небесспорной концепции равновесия.

Рис. 5. Кривая коллективного спроса на благо
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ЭЛЕМЕНТЫ ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ  
ЭКОНОМИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

В. А. Славин 

В рамках вероятностно-динамического аспекта неоклассической теории [3, 6] рассмотрено 
взаимодействие производственно-экономических систем (ПЭС) в условиях совершенного рынка. 
Описан механизм этого взаимодействия, обусловленный параметрическим возмущением степеней 
свободы m ПЭС, формирующим объемы спроса и предложения систем. Получено условие оптималь-
ного взаимодействия, заключающееся в равенстве этих величин на каждой локальной связи рынка. 
Установлены соотношения, связывающие объемы спроса и предложения с их денежными представле-
ниями — издержками, величиной прибыли, ценой по предложению и др. Особое внимание уделено во-
просам устойчивости товарно-денежного обмена и различным формам проявления закона спроса. 
Обсуждена возможность перехода от неоклассической трактовки экономического взаимодействия 
к неоинституциональной. 

Введение. Постановка задачи
Изучение взаимодействия экономических 

субъектов в условиях совершенной конкурен-
ции занимает центральное место в неоклас-
сической теории рынка. Понятия и принципы 
этой теории, разработанные Маршаллом [9] и 
его последователями [1], позволили сформули-
ровать важнейшие законы рыночного взаимо-
действия — законы предложения и спроса, по-
лучившие свое дальнейшее развитие в иссле-
дованиях общего равновесия [13] и его устой-
чивости [10], экономики благосостояния [11] 
и др. 

Успехи неоклассической теории во многом 
обязаны применению соответствующего ма-
тематического аппарата, приведшего к появ-
лению оптимизационных методов исследова-
ния — методов статической и динамической 
оптимизации [5]. Однако область применимо-
сти этих методов ограничена модельными за-
дачами, использующими специфические кри-
терии оптимизации, что затрудняет представ-
ление результатов исследования в рамках еди-
ной теории. 

В последнее время в печати появились ра-
боты, предлагающие обобщения динамиче-
ских методов на случай вероятностного рас-
пределения экономических показателей сис-
темы. В рамках этих обобщений, составляю-
щих содержание вероятностно-динамического 
метода (ВДМ) [3, 6], удалось ввести единый кри-
терий оптимизации, позволяющий из первых 
принципов поставить и решить большой круг 
задач неоклассики, направленных не только 

на описание процессов в микроэкономических 
системах, но и на установление их вероятност-
ной природы. 

В частности, удалось описать процессы фор-
мирования спроса покупателей с учетом нео-
пределенности личного бюджета [2], а также 
предложения фирмы в режиме рентабельной 
реализации товара [8] с учетом налогообло-
жений фирмы [4] и рисков потерь оборотных 
средств [12]. Результаты анализа законов по-
требительского спроса и предложения фирмы, 
модифицированной кривой Лаффера, вероят-
ностей рисков и др. представлены в аналити-
ческом виде, удобном для дальнейшего иссле-
дования. 

Настоящая работа посвящена применению 
вероятностно-динамического метода к иссле-
дованию взаимодействия спроса и предложе-
ния на идеальном рынке. Для удобства в каче-
стве агентов рынка рассмотрены производст-
венно-экономические системы (ПЭС, фирмы), 
находящиеся в рентабельном режиме реали-
зации товара [8]. Получено условие оптималь-
ного взаимодействия, заключающееся в равен-
стве объемов предложения и спроса на каждой 
локальной связи рынка. Установлены соотно-
шения, связывающие эти величины с издер-
жками предложения и ценой товара. Особое 
внимание уделено вопросам устойчивости то-
варно-денежного обмена и различным фор-
мам проявления закона спроса.

Согласно [7, 8], динамические свойства про-
изводственно-экономических систем (ПЭС), 
находящихся в условиях стационарного произ-




